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Programa de Matematica A

Ensino Secundario

Cursos Cientifico-Humanisticos de
Ciéncias e Tecnologias e de Ciéncias Socioeconomicas




No ambito da revisdo do Curriculo Nacional iniciada em 2011, cujo sentido é o de elevar os padrdes
de desempenho escolar dos alunos portugueses, e em continuidade com o Programa de Matematica para
o Ensino Basico, homologado pelo Despacho n.2 9888-A/2013, publicado no Diario da Republica, 2.2 série,
n.2 143, de 26 de julho de 2013, o presente Programa estabelece o conjunto de conhecimentos e de
capacidades essenciais que os alunos devem adquirir e desenvolver no decurso do Ensino Secundario, na
disciplina de Matematica A.

Alicercado na andlise dos resultados de diferentes abordagens que ao longo dos tempos tém sido
adotadas para o ensino da Matemadtica neste nivel de escolaridade, tanto a nivel nacional como
internacional, este documento pretende definir um padrdo coerente que imprima rigor ao que é ensinado
nas escolas, garantindo simultaneamente aos professores autonomia pedagdgica e liberdade de usar
conhecimentos e experiéncia acumulada para auxiliar os alunos a atingir o seu melhor desempenho. Em
particular, o presente Programa foi elaborado tendo em conta a experiéncia, de mais de dez anos, de
aplicagdo do Programa anterior. No entanto, ao optar-se por uma estrutura em termos de Metas
Curriculares, muitos dos conteuldos transversais inerentes a um Programa de Matematica do Secundario
encontram-se agora, em grande medida, explicitados, o que, por exemplo, levou a constituicio do
dominio Ldgica e Teoria dos Conjuntos no 10.2 ano.

As Metas Curriculares do Ensino Secunddrio - Matematica A, parte integrante deste Programa e
gue com ele formam um documento Unico, elencam, para cada dominio e em consonancia com os
conteudos, os objetivos gerais a atingir em cada ano de escolaridade. Cada um desses objetivos gerais
encontra-se definido de forma precisa por um conjunto de descritores que apontam para desempenhos
especificos e avalidveis que os alunos deverao evidenciar para que esse objetivo se considere cumprido.

O Programa e as respetivas Metas Curriculares respeitam a estrutura cumulativa da disciplina de
Matematica, apoiando-se os novos conceitos em outros previamente estudados e adquiridos. De acordo
com investigacdo recente na area do ensino da Matematica, é desta forma que se pode ir desenvolvendo
a compreensdo, ou seja, que se pode ir construindo progressivamente uma soélida rede de factos,
conceitos, relagdes, regras e procedimentos suscetiveis de ser mobilizados, de forma flexivel, em diversos
contextos. O Programa foi concebido por forma a fornecer aos alunos instrumentos que garantam um
prosseguimento de estudos com sucesso, tendo em consideracdo que é este o ramo da Matematica do
Ensino Secunddrio que da acesso aos cursos do Ensino Superior de areas que requerem uma sdlida
formacdo matematica.

Com este propdsito, foram introduzidos alguns conteudos fundamentais que se encontravam
ausentes no anterior Programa e cujo estudo é recomendado, pelas melhores praticas internacionais, nos
ramos do Ensino Secundario com estas caracteristicas, como é o caso do Cdlculo Integral. Foi também
reforcado o estudo de alguns tdpicos — como os limites de sucessGes e de fun¢bes — que quando
trabalhados de forma vaga e exageradamente intuitiva levam com frequéncia a formag¢do de concecbes
erradas, dificeis de reverter.

Finalmente, com o intuito de promover o conhecimento da forma como a Matemadtica vai sendo
construida, procurou-se justificar, em certas situagdes, a escolha de algumas definicdes consagradas desta
disciplina. E, por exemplo, o caso da extens3o das defini¢cdes das razdes trigonométricas, estudadas no
Ensino Basico, a angulos retos e obtusos, intimamente ligada neste Programa a Lei dos senos e ao
Teorema de Carnot, que permitem resolver tridngulos de forma simples e sistematica, atividade essa que
constitui o propdsito primitivo da Trigonometria.
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E no respeito pela estrutura intrinseca da Matematica e do método que a caracteriza que se
procura igualmente, com este Programa, desenvolver no aluno o gosto por esta disciplina milenar, nas
suas diversas vertentes, como o caracter organizador e agregador de conhecimento na sua expressao
mais abstrata ou a eficacia de que se revestem os instrumentos matematicos quando aplicados ao estudo
do mundo real.

O calendario de aplicacdo deste novo Programa esta definido no Despacho n.2 159717/2012, de 14

de dezembro, estando prevista para o ano letivo 2015-16 a sua implementa¢do no 10.2 ano de
escolaridade, prosseguindo nos anos seguintes para os 11.2 e 12.2 anos de escolaridade.
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Como finalidades da disciplina de Matematica no Ensino Secundario salientam-se a estruturagdo do
pensamento e a aplicacdo da Matematica ao mundo real.

A estruturacao do pensamento e o desenvolvimento do raciocinio abstrato

Tal como é referido no Programa de Matematica do Ensino Basico, a apreensao e hierarquizacao de
conceitos matematicos, o estudo sistematico das suas propriedades e a argumentacdo clara e precisa,
propria desta disciplina, tém um papel primordial na organizacdo do pensamento, constituindo-se como
uma gramatica basilar do raciocinio hipotético-dedutivo. O trabalho desta gramdtica contribui para
alicercar a capacidade de elaborar andlises objetivas, coerentes e comunicdveis. Contribui ainda para
melhorar a capacidade de argumentar, de justificar adequadamente uma dada posicdo e de detetar
faldcias e raciocinios falsos em geral. Tratando-se de uma capacidade indispensavel a um bom percurso
escolar ou profissional, em qualquer area do conhecimento, o desenvolvimento do raciocinio abstrato
deve ser considerado como uma finalidade em si.

A modelagao e a aplicagao da Matematica ao mundo real

Os instrumentos matematicos sdo indispensdveis a concretizacdo de modelos que permitem
descrever, interpretar e prever a evolucdo de um grande ndmero de sistemas reais cujo estudo se pode
inserir nas mais diversas areas do conhecimento. De um ponto de vista histdrico é possivel afirmar que
alguns conceitos centrais da Matematica foram desenvolvidos com o propdsito de serem utilizados no
estudo de certos fendmenos naturais. O Programa da especial relevancia a diversas aplicacGes da
Matematica, prescrevendo, por exemplo, explicitamente, a aplicagao do calculo diferencial a cinemdtica
do ponto ou das progressGes geométricas ao cdlculo de juros, o que permite em particular obter uma
interpretacdo concreta do nimero de Neper.

A este propdsito, é importante referir que a modelagdo matematica ndo consiste em associar de
forma arbitraria - e sem qualquer critério ou justificacdo razoavel - uma dada fungdo matematica a uma
dada grandeza. Proceder dessa forma é transmitir aos alunos uma visdo deturpada de como se pode, de
facto, aplicar corretamente a Matematica ao mundo real. Por exemplo, a fun¢do exponencial é
especialmente indicada para modelar o decaimento de uma substancia radioativa ou o crescimento de
uma populagdo de bactérias porque, em ambas as situagdes, a andlise do fendmeno em estudo permite
concluir que a taxa de variagao da grandeza observada pode ser considerada, dentro de certas condigdes,
proporcional a quantidade que estd num dado momento presente numa amostra, o que se traduz, ao
utilizar-se um modelo baseado em fung¢des diferencidveis, pela proporcionalidade entre a fun¢do que
representa o fendmeno e a respetiva derivada. Uma tal justificacdo encontra-se explicitamente prevista
no Programa.

De forma andloga, o Programa prevé, no 12.2 ano, o estudo de situa¢gdes em que uma fungao é
proporcional, com constante de proporcionalidade negativa, a respetiva derivada de segunda ordem. E
desta forma possivel justificar a utilizacdo de fungdes trigonométricas na modelag¢do de alguns sistemas
que exibem comportamento oscilatério. Em particular, é proposto, neste contexto, o estudo de como a
segunda lei de Newton e a Lei de Hooke permitem deduzir que certos sistemas envolvendo massas
atuadas por molas apresentam um comportamento de oscilador harmaénico.
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Os objetivos que traduzem os desempenhos fundamentais que os alunos deverao evidenciar ao
longo do Ensino Secundario sdo explicitados por verbos a que se atribuem significados especificos e que
servem de base a leitura dos descritores elencados nas Metas Curriculares.

Requerem-se assim os seguintes seis desempenhos, com o sentido que se especifica:

(1) Identificar/Designar/Referir: O aluno deve utilizar corretamente a designacdo referida, sabendo
definir o conceito apresentado como se indica ou de forma equivalente.

(2) Reconhecer: O aluno deve apresentar uma argumentacdo coerente ainda que eventualmente mais
informal do que a explicacdo fornecida pelo professor. Deve, no entanto, saber justificar isoladamente
os diversos passos utilizados nessa explicagao.

(3) Saber: O aluno deve conhecer o resultado, mas sem que lhe seja exigida qualquer justificacdo ou
verificacdo concreta.

(4) Provar/Demonstrar: O aluno deve apresentar uma demonstracdo matemadtica tdo rigorosa quanto
possivel.

(5) Justificar: O aluno deve justificar de forma simples o enunciado, evocando uma propriedade ja
conhecida.

(6) Interpretar: O aluno deve definir rigorosamente o termo previamente utilizado de maneira menos
formal, fazendo uso dos objetos matematicos referidos, dando assim a esse termo um sentido preciso.

No seu conjunto, e de modo integrado, estes desempenhos devem concorrer para a aquisicao de
conhecimentos, de factos e de procedimentos, para a constru¢do e desenvolvimento do raciocinio
matemadtico, para uma comunicacdo (oral e escrita) adequada, para a resolucdo de problemas em
diversos contextos e para uma visdo da Matematica como um todo articulado e coerente.

Conhecimento de factos e de procedimentos — O dominio de procedimentos padronizados devera
ser objeto de particular atencdo no ensino desta disciplina. As rotinas e automatismos sdo essenciais a
atividade matematica, uma vez que permitem libertar a memdria de trabalho, de modo que esta se possa
dedicar, com maior exclusividade, a tarefas que exigem fungGes cognitivas superiores. Por outro lado
permitem determinar, a priori, que outra informacdo se poderia obter sem esforco a partir dos dados de
um problema, abrindo assim novas portas e estratégias a sua resolugdo. A memorizagao de alguns factos
tem igualmente um papel fundamental na aprendizagem da Matematica, pelo que é incorreto op6-la a
compreensdo: memorizagdo e compreensdo, sendo complementares, reforgam-se mutuamente.
Conhecer factos elementares e enunciados de teoremas de memaria permite também poupar recursos
cognitivos que poderdo ser direcionados para a execugdo de tarefas mais complexas.

Raciocinio matematico — O raciocinio matematico é por exceléncia o raciocinio hipotético-
dedutivo, embora o raciocinio indutivo desempenhe também um papel fundamental na atividade
matemadtica, uma vez que preside, em Matematica, a formula¢do de conjeturas. Os alunos devem ser
capazes de estabelecer conjeturas, em alguns casos, apds a andlise de um conjunto de situagdes
particulares, nomeadamente pela exploracdo das potencialidades dos recursos tecnoldgicos. Deverdo
saber, no entanto, que o raciocinio indutivo ndo é apropriado para justificar propriedades, e,
contrariamente ao raciocinio dedutivo, pode levar a conclusdes erradas a partir de hipdteses verdadeiras,
razdo pela qual as conjeturas formuladas mas ndo demonstradas tém um interesse limitado, devendo os
alunos ser alertados para este facto e incentivados a justifica-las a posteriori. Os desempenhos requeridos
para o cumprimento dos descritores preveem que os alunos de Matemadtica A consigam, no final do
Ensino Secundario, elaborar algumas demonstragdes com seguranca.
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Comunicagdao matematica — Na pratica letiva, os alunos devem ser estimulados a desenvolver a
capacidade de compreender os enunciados dos problemas matematicos, identificando as questdes que
levantam, explicando-as oralmente de modo claro, conciso e coerente, e discutindo, do mesmo modo,
estratégias que conduzam a sua resolugdo. Os alunos devem ser incentivados a expor as suas ideias, a
comentar as afirmacdes dos seus colegas e do professor e a colocar as suas duvidas. Sendo igualmente a
redacdo escrita parte integrante da atividade matematica, devem também ser incentivados a redigir
convenientemente as respostas, explicando de forma adequada o raciocinio e apresentando as suas
conclusdes de forma clara, escrevendo em portugués correto e evitando uma utilizacdo inapropriada de
simbolos matematicos como abreviaturas estenograficas.

Resolugdao de problemas — A resolucdo de problemas envolve, da parte dos alunos, a leitura e
interpretacdo de enunciados, a mobilizagdo de conhecimentos de factos, conceitos e relagGes, a selegdo e
aplicacdo adequada de regras e procedimentos, previamente estudados e treinados, a revisdo, sempre
gue necessaria, da estratégia preconizada e a interpretacdo dos resultados finais.

Assim, a resolucdo de problemas ndo deve confundir-se com atividades vagas de exploracdo e de
descoberta que, podendo constituir estratégias de motivacao, ndo se revelam adequadas a concretizacao
efetiva de uma finalidade tdo exigente.

Nos enunciados de exercicios e problemas deve ter-se em conta a conveniéncia de uma progressiva
utilizacdo das técnicas e principios que vao sendo adquiridos, procurando-se um equilibrio entre a
adequacgdo das questdes propostas a essa aquisicdo progressiva e uma ilustragdo, nem sempre possivel,
de situac¢Oes inteiramente inspiradas na vida corrente. Desta maneira, pode ser conveniente, em diversas
situacGes, propor problemas descrevendo situa¢cdes que nao traduzam de modo plenamente realista
aspetos da experiéncia quotidiana dos alunos, mas que sejam particularmente adaptados aos objetivos do
ensino de determinadas matérias.

Historia da Matematica — A Histéria da Matemdtica é um tema que esta contemplado
explicitamente em alguns descritores das Metas. Os professores deverdo, ndo apenas nesses casos mas
também a propdsito de outros temas que para o efeito se revelem particularmente adequados,
enquadrar de um ponto de vista histérico os conteudos abordados. Tal atividade, para além de ilustrar a
forma como a Matematica foi construida ao longo dos tempos, permite ainda, ndo sé uma maior
motivagdo para a aprendizagem, como, em muitos casos, também proporciona uma melhor compreensao
dos préprios conceitos. Por outro lado, a interacdo da Matematica com outras areas do conhecimento
como a Astronomia, a Fisica, a Biologia ou a Economia constituiu um dos motores essenciais a evolugdo
global das ciéncias, incluindo a prépria Matematica, pelo que o conhecimento histérico dessa interagao é
um fator essencial para uma compreensao mais profunda do pensamento cientifico.
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Em cada ano de escolaridade, os contelddos encontram-se organizados por dominios. A articulacao
entre os dominios de conteldos e os objetivos acima referidos — que constituem o conjunto de
desempenhos que os alunos devem evidenciar — encontra-se materializada no documento das Metas
Curriculares.

Nos quadros seguintes apresentam-se os conteldos a lecionar, organizados por anos de
escolaridade, e sugere-se, a titulo ndo prescritivo, o nimero de tempos letivos que podera ser dedicado a
cada um dos dominios, incluindo-se nesse numero as aulas dedicadas a avaliacdo. Atendendo a
autonomia atualmente conferida as escolas no que se refere a duragcdao dos tempos letivos, esclarece-se
gue, nessas sugestdes, se considerou, como unidade, o tempo de 45 minutos.

No 10.2 ano, os dominios de contetdos sdo cinco:

e Légica e Teoria dos Conjuntos (LTC)

e Algebra (ALG)

e Geometria Analitica (GA)

e FuncgGes Reais de Variavel Real (FRVR)
e Estatistica (EST)

O dominio Ldgica e Teoria dos Conjuntos pode ser considerado central neste ciclo de estudos, uma
vez que reune temas fundamentais e transversais a todo o Ensino Secundario. Comeca-se por introduzir
algumas operagdes sobre proposicdes, de forma intuitiva e no contexto de uma Ldégica em que sdo
admitidos o Principio do terceiro excluido e o Principio de nao contradi¢do. Em seguida, é estudada a
quantificacdo universal e existencial de condi¢des e a relacdo entre operac¢des sobre condi¢es e sobre os
respetivos conjuntos-solugao, assunto que ja tinha sido visitado, de forma menos especifica, no Ensino
Basico. E, ainda, a oportunidade para traduzir numa linguagem prépria das teorias aqui desenvolvidas
algumas técnicas elementares de demonstracdo, como a prova da igualdade entre conjuntos por dupla
inclusdo ou a prova de uma implicagao pelo contra-reciproco.

No dominio da Algebra, completa-se, de forma mais sistematica, o estudo dos radicais de indice n,
o que permite estender adequadamente a nog¢do de poténcia a expoentes racionais e mostrar que as
respetivas propriedades algébricas se estendem a poténcias com este conjunto alargado de expoentes.
Neste dominio ainda se retoma o estudo iniciado no Basico acerca do anel dos polindmios de coeficientes
reais. E definida a divisdo euclidiana e apresentado o Teorema do Resto, que permite, em particular,
provar que a € R é raiz de um polinédmio P se e somente se P é divisivel por x — a. E ainda abordada a
nocdo de multiplicidade algébrica de uma raiz, com aplica¢Ges a fatorizacdo de polindmios.

0 10.2 ano é igualmente a ocasido para se desenvolver o estudo da Geometria Analitica iniciado no
Ensino Basico com a introducdo dos referenciais cartesianos planos e o estudo das equacgGes cartesianas
das retas. Fixada uma unidade de comprimento e um referencial ortonormado do plano, introduz-se o
calculo da medida da distancia entre pontos a partir das respetivas coordenadas, o que constitui um
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passo essencial no sentido de tratar, de forma eficaz, problemas da Geometria com instrumentos
puramente analiticos. Da-se especial relevo ao estudo das equagdes cartesianas de circunferéncias e
elipses, cuja definicdo geométrica a partir da propriedade focal é apresentada neste dominio. Com o
intuito de dar continuidade ao estudo dos vetores iniciado no 8.2 ano, e tendo em vista apresentar
finalmente uma definicdo coerente e rigorosa de vetor, introduzem-se as relagdes binarias de
equivaléncia e os respetivos conjuntos quociente, contexto que é igualmente utilizado para definir de
forma mais rigorosa outros conceitos previamente abordados de modo menos formal, como, por
exemplo, os conceitos de comprimento, de amplitude de angulos ou de forma geométrica e que permite
exprimir de modo preciso em que sentido um vetor se pode identificar com a translacdo que determina.
No que diz respeito ao cdlculo vetorial, para além das operacdes de adicdo de vetores e de adicdo de um
ponto com um vetor, que eram ja conhecidas, define-se agora a diferenca de vetores e a multiplicacdo de
um vetor por um escalar, a nocdao de norma, fixada uma unidade de comprimento, e, fixado além disso
um referencial ortonormado, introduzem-se as coordenadas de um vetor, tratando-se em seguida
também de um ponto de vista analitico todas estas nog¢Ges. Depois de se apresentar o conceito de vetor
diretor, introduzem-se as equagoes vetoriais e paramétricas de retas do plano. Finalmente, é feita uma
primeira abordagem aos referenciais cartesianos do espaco, generalizando-se algumas das nocdes j3a
estudadas no plano.

Inicia-se o dominio Fun¢des Reais de Varidvel Real com alguns conceitos gerais sobre funcdes, como
a injetividade, a sobrejetividade ou a restricdo de uma fun¢do a um dado conjunto e definem-se as no¢Ges
de composicdo de fungdes e de fungdo inversa de uma funcdo bijetiva. Em seguida, estabelecem-se
relacOes entre propriedades de funcdes reais de variavel real, como a paridade, e simetrias do respetivo
grafico. Estudam-se ainda as transformacGes geométricas dos gréficos de fungdes obtidas através da
soma ou da multiplicagdo; das varidveis dependente ou independente de uma dada fung¢do por uma
constante. Termina-se este dominio de contelidos com alguns aspetos gerais das fungdes reais de variavel
real, como a monotonia, o sentido de concavidade do respetivo gréfico ou a nocdo de extremo relativo e
absoluto.

Finalmente, no dominio Estatistica, comeca-se por introduzir o sinal de somatério e algumas das
suas regras operatérias, que serdo Uteis em diversas ocasiGes ao longo do Ensino Secundario. Em
particular poderdo ser utilizadas neste mesmo dominio, nomeadamente aquando da manipulagdo de
médias e desvios-padrdo de amostras, ou de percentis, no¢Bes tratadas no 10.2 ano. Para além das
defini¢bes de varidvel estatistica, amostra, média, variancia, desvio padrao e percentil, analisam-se as
propriedades bdsicas destes conceitos e as respetivas interpretagdes em exemplos concretos. Sdo ainda
propostas simulacGes de experiéncias aleatdrias, com recurso a sequéncias de numeros pseudo-
-aleatdrios, em particular as chamadas simula¢gdes Monte Carlo.
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10.2 ano — Tabela de conteudos
Dominio Conteudos
LTC10  Introdugdo a Logica bivalente e a Teoria dos conjuntos
18 aulas Proposicoes

- Valor légico de uma proposicao; Principio do terceiro excluido e Principio de ndo
contradicao;

- Operacgodes sobre proposicdes: negacdo, conjuncao, disjuncao, implicacdo e
equivaléncia;

- Prioridades das operacgdes ldgicas;

- RelagGes légicas entre as diferentes operacgoes; propriedade da dupla negacao;
principio da dupla implicacdo;

- Reflexividade e transitividade da implicacdo e da equivaléncia; simetria da equivaléncia;

- Propriedades comutativa, associativa, de existéncia de elemento neutro e de elemento
absorvente e da idempoténcia da disjuncdo e da conjuncdo e propriedades
distributivas da conjung¢do em relagdo a disjuncdo e da disjuncdo em relagdo a
conjungao;

- Leis de De Morgan;

- Implicagdo contra-reciproca;

- Resolucdo de problemas envolvendo operacdes légicas sobre proposicdes.

Condig¢Ges e Conjuntos

- Expressao proposicional ou condicdo; quantificador universal, quantificador existencial
e segundas Leis de De Morgan,;

- Conjunto definido por uma condicdo; Igualdade entre conjuntos; conjuntos definidos
em extensdo;

- Unido (ou reunido), intersecdo e diferenca de conjuntos e conjunto complementar;

- Inclusdo de conjuntos;

- Relagdo entre operagdes logicas sobre condicGes e operacdes sobre os conjuntos que
definem;

- Principio de dupla inclusdo e demonstracdo de equivaléncias por dupla implicagdo;

- Propriedades comutativa, associativa, de existéncia de elemento neutro e elemento
absorvente e da idempoténcia da unido e da intersecdo e propriedades distributivas da
unido em relacdo a intersecdo e da intersecdo em relagdo a unido;

- Negacdo de uma implicacdo universal e contra-exemplos; demonstragdo por contra-
-reciproco;

- Resolucgdo de problemas envolvendo operag¢des sobre condi¢cGes e sobre conjuntos.

ALG10 @ Radicais
30 aulas - Monotonia da potenciagdo; raizes de indicen € N, n > 2;

- Propriedades algébricas dos radicais: produto e quociente de raizes com o mesmo
indice, poténcias de raizes e composi¢do de raizes;

- Racionaliza¢do de denominadores;

- Resolugdo de problemas envolvendo operagdes com radicais.

Poténcias de expoente racional

- Definicdo e propriedades algébricas das poténcias de base positiva e expoente racional:
produto e quociente de poténcias com a mesma base, produto e quociente de
poténcias com o mesmo expoente e poténcia de poténcia;

- Resolugdo de problemas envolvendo operagdes com poténcias;
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Polindmios

- Divisdo euclidiana de polindmios e regra de Ruffini;

- Divisibilidade de polinémios; Teorema do Resto;

- Multiplicidade da raiz de um polindmio e respetivas propriedades;

- Resolucdo de problemas envolvendo a divisdo euclidiana de polindmios, o Teorema do
resto e a fatorizacdo de polindmios;

- Resolucdo de problemas envolvendo a determinagdo do sinal e dos zeros de
polindmios.

GA10

54 aulas

Geometria analitica no plano

- Referenciais ortonormados;

- Férmula da medida da distancia entre dois pontos no plano em fungao das respetivas
coordenadas;

- Coordenadas do ponto médio de um dado segmento de reta;

- Equacdo cartesiana da mediatriz de um segmento de reta;

- Equacgdes e inequagdes cartesianas de um conjunto de pontos;

- Equacado cartesiana reduzida da circunferéncia;

- Definicdo de elipse e respetiva equacgao cartesiana reduzida; relacdo entre eixo maior,
eixo menor e distancia focal;

- Inequacgdes cartesianas de semiplanos;

- Inequacgdes cartesianas de circulos e partes internas de elipses;

- Resolucdo de problemas envolvendo a nogdo de distancia entre pontos do plano;

- Resolucgdo de problemas envolvendo equacgdes e inequacgdes cartesianas de
subconjuntos do plano.

Relag¢Oes de equivaléncia, parti¢oes e vetores

- Produtos cartesianos de conjuntos;

- RelagGes binarias e relacGes de equivaléncia; classes de equivaléncia, conjuntos-
-quociente e parti¢Oes;

- Formas geométricas, comprimentos, dire¢cdes, amplitudes e vetores enquanto classes
de equivaléncia; vetores e translagoes;

- Resolucgdo de problemas envolvendo relagdes de equivaléncia e particdes de conjuntos.

Calculo vetorial no plano

- Norma de um vetor;

- Multiplicagdo por um escalar de um vetor; relagdo com a colinearidade e o vetor
simétrico;

- Diferenca entre vetores;

- Propriedades algébricas das operagdes com vetores;

- Base candnica do espaco vetorial dos vetores de um plano munido de um referencial
ortonormado e coordenadas de um vetor; combinacao linear de vetores;

- Vetor-posicao de um ponto e respetivas coordenadas;

- Coordenadas da soma e da diferenga de vetores; coordenadas do produto de um vetor
por um escalar e do simétrico de um vetor; relacdo entre as coordenadas de vetores
colineares;

- Vetor diferenca de dois pontos; célculo das respetivas coordenadas; coordenadas do
ponto soma de um ponto com um vetor;

- Célculo da norma de um vetor em funcgdo das respetivas coordenadas;

- Vetor diretor de uma reta; relagdo entre as respetivas coordenadas e o declive da reta;

- Paralelismo de retas e igualdade do declive;

Conteudos
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- Equacao vetorial de um reta;

- Equagbes paramétricas de uma reta;

- Resolugdo de problemas envolvendo a determinagao de coordenadas de vetores no
plano, a colinearidade de vetores e o paralelismo de retas do plano.

Geometria analitica no espacgo

- Referenciais cartesianos ortonormados do espaco;

- Equacgdes de planos paralelos aos planos coordenados;

- Equag0es cartesianas de retas paralelas a um dos eixos;

- Distancia entre dois pontos no espaco;

- Equagdo do plano mediador de um segmento de reta;

- Equagao cartesiana reduzida da superficie esférica;

- Inequacao cartesiana reduzida da esfera;

- Resolucdo de problemas envolvendo a nocdo de distancia entre pontos do espaco;

- Resolucdo de problemas envolvendo equacgdes e inequacgdes cartesianas de
subconjuntos do espaco.

Calculo vetorial no espago

- Generalizacdo ao espaco da nogdo de vetor e dos conceitos e propriedades bdsicas do
calculo vetorial;

- Equacdo vetorial da reta no espaco;

- Resolugdo de problemas envolvendo calculo vetorial no espaco.

FRVR10

56 aulas

Generalidades acerca de fung¢des

- Graficos de fungdes;

- Restri¢cdes de uma funcao;

- Imagem de um conjunto por uma funcao;
- Fungdes injetivas, sobrejetivas e bijetivas;
- Composicao de fungdes;

- Fungado inversa de uma fungao bijetiva.

Generalidades acerca de fungGes reais de variavel real

- Fungdes reais de variavel real; fungdes definidas por expressdes analiticas;
- Propriedades geométricas dos graficos de fungdes;

- Paridade; simetrias dos graficos das fungdes pares e das fungdes impares;

- Relacdo geométrica entre o grafico de uma fungao e o da respetiva inversa;
- Homotetias e translacGes nas varidveis dependente e independente;

- Contragdes e dilatagdes relativamente a um eixo.

Monotonia, extremos e concavidade

- Intervalos de monotonia de uma funcdo real de varidvel real; caso das fungdes afins e
caso das fungbes quadraticas;

- Vizinhanga de um ponto da reta numérica; extremos relativos e absolutos;

- Sentido da concavidade do grafico de uma funcdo real de variavel real.

Conteudos
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Estudo elementar das fungdes quadraticas, raiz quadrada, raiz cibica e médulo e de
fungdes definidas por ramos

- Extremos, sentido das concavidades, raizes e representacdo grafica de fun¢des
guadraticas;

- Func¢Ges definidas por ramos;

- Estudo da fungdo x —» alx — b| + ¢, a # 0;

- As fungdes x = Vx e x = Vx enquanto fungdes inversas;

- Dominio e representacdo grafica das funcdes definidas analiticamente por
f)=avx—b+c,a#0ef(x)=a¥x—b+c, a+0;

- Estudo de func¢des definidas por ramos envolvendo fung¢des polinomiais, médulos e
radicais.

Resolugao de problemas

- Equacdes e inequacdes envolvendo as fungdes polinomiais, raiz quadrada e raiz cubica,
e a composicao da funcdo maédulo com fungbes afins e com fungbes quadraticas;

- Resolucgdo de problemas envolvendo as propriedades geométricas dos graficos de
fungoes reais de varidvel real;

- Resolucdo de problemas envolvendo as fungdes afins, quadraticas, raiz quadrada, raiz
cubica, médulo, funcées definidas por ramos e a modelacao de fendmenos reais.

EST10
Caracteristicas amostrais
20 aulas

- Sinal de somatdrio; traducdo no formalismo dos somatérios das propriedades
associativa e comutativa generalizadas da adigdo e distributiva generalizada da
multiplicacdo em relagdo a adicao;

- Nocdo de varidvel estatistica quantitativa como fungdo numérica definida numa
populagdo e de amostra de uma varidvel estatistica;

- Média de uma amostra; propriedades da média de uma amostra;

- Variancia e desvio-padrdao de uma amostra; propriedades da variancia e do desvio-
-padrdao de uma amostra;

- Percentil de ordem k; propriedades do percentil de ordem k;

- Resolucdo de problemas envolvendo a média e o desvio padrdao de uma amostra;

- Resolugdo de problemas envolvendo os percentis de uma amostra.

Simula¢dao Monte Carlo

- Simulagdo de experiéncias aleatdrias por recurso a algoritmos geradores de nimeros
pseudo-aleatdrios;

- Propriedades inferenciais da média com recurso a simulacdo Monte Carlo;

- Resolucgdo de problemas envolvendo sequéncias de nimeros pseudo-aleatdrios.
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No 11.2 ano, os dominios de conteudos sao seis:

e Trigonometria (TRI)

e Geometria Analitica (GA)

e Programagao Linear (PL)

e Sucessodes (SUC)

e Funcoes Reais de Variavel Real (FRVR)
e Estatistica (EST)

Apds o estudo das razdes trigonométricas dos angulos agudos, realizado no Ensino Basico, o inicio
do dominio Trigonometria é consagrado a estabelecer uma definicdo para o seno e o cosseno de um
qualguer angulo convexo, justificando-se a escolha apresentada com a motivacdo de a estender a angulos
internos retos e obtusos, a Lei dos Senos e o Teorema de Carnot, que permitem resolver tridngulos de
forma simples e sistematica. Neste contexto, por um lado, estudam-se as formulas trigonométricas
basicas da soma e diferenca de angulos (e consequentemente da duplicagdo e da metade de um angulo),
abordando-se, como aplicacdo, exemplos de elaboracdo de tabelas trigonométricas pelos processos que
historicamente, desde ha milénios, permitiram utilizar com sucesso a Trigonometria na resolucdo de
inimeros problemas; por outro lado é requerido o uso adequado de uma calculadora cientifica para obter
valores aproximados dos elementos de tridngulos objeto de resolucdo trigonométrica. Aborda-se em
seguida o estudo dos angulos orientados e generalizados e respetivas medidas de amplitude num plano
orientado - conceitos intimamente associados a nocdo de rotagcdo - e generalizam-se as razles
trigonométricas a estes angulos, introduzindo-se o circulo trigonométrico. Apés a definicdo do radiano
como unidade de medida de amplitude, fica-se assim apto a definir as fungGes reais de variavel real seno,
cosseno e tangente e a estudar as respetivas propriedades. Uma aplicacdo importante das duas primeiras
destas fungbes, a que é dado destaque, é a modelagdo matematica de sistemas fisicos designados por
osciladores harmodnicos, cujo estudo, aqui iniciado, serd prosseguido no 12.2 ano com a deducdo das
equacdes diferenciais associadas a esses modelos.

No dominio Geometria Analitica, introduz-se, no 11.2 ano, a no¢do geométrica de produto escalar
de vetores, deduzindo-se as suas principais propriedades, como a simetria, a bilinearidade, a
desigualdade de Schwarz ou a relagao deste conceito com a perpendicularidade. Fixado um referencial
cartesiano, o produto escalar estuda-se também do ponto de vista das coordenadas. E importante notar
que as propriedades das fungdes trigonométricas abordadas no dominio Trigonometria sdao fundamentais
para uma correta apresentacao e justificagdo de muitos destes resultados. Completa-se igualmente, neste
dominio, o estudo das equagdes de planos no espaco, iniciado no 10.2 ano.

No dominio Programagéo Linear é feita uma pequena introdugao aos problemas de otimizagao,
introduzindo-se o respetivo vocabuldrio. PropGem-se problemas de maximizacdo ou minimizagdo de
funcdes objetivo lineares de duas varidaveis em regides admissiveis poligonais, que poderao ser resolvidos
por métodos geométricos ou analiticos.

No dominio Sucessées sao inicialmente apresentados alguns aspetos gerais da relacdao de ordem
definida nos nimeros reais, como as propriedades do supremo (respetivamente infimo) de um conjunto
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ndo vazio majorado (respetivamente minorado), cuja existéncia é admitida. E igualmente introduzido,
neste dominio, o principio de indugdo matematica, que constitui um instrumento fundamental para o
estudo de diversas propriedades das sucessGes, servindo ainda de suporte tedrico a definicdo de
sucessoes por recorréncia. S3o estudadas as progressdes aritméticas e geométricas bem como o célculo
da soma de sequéncias dos respetivos termos, destacando-se, em particular, a aplicacdo ao calculo de
juros compostos.

A nocdo de limite é introduzida, de forma cuidada, neste dominio, o que o torna num dos
dominios-chave do 11.2 ano de escolaridade. Uma abordagem puramente intuitiva dos limites leva
rapidamente a insuficiéncias concetuais graves. E pois exigida, em situagdes muito simples, a justificacdo
da convergéncia de certas sucessdes recorrendo diretamente 3 definicdo. E também desenvolvida, de
forma bastante completa, a algebra dos limites, incluindo uma andlise das situag¢des ditas indeterminadas,
devendo os alunos justificar igualmente alguns destes resultados.

No dominio Fung¢des Reais de Varidvel Real, do 11.2 ano, utilizam-se os conceitos introduzidos no
dominio Sucessdes, para, pelo processo atribuido a Heine, ficar definida a nocdo de limite de uma funcao,
num dado ponto ou em mais ou menos infinito. Neste contexto, sdo essencialmente duas as op¢des que
classicamente se consideram para a definicdo de limite num ponto a real, consoante o dominio em que se
tomam as sucessOes a tender para a, para o efeito de testar a existéncia do referido limite. A opgao
privilegiada desde ha bastante tempo no Ensino Secunddrio em Portugal tem sido a que consiste em
considerar, de entre as sequéncias no dominio da funcdo, apenas aquelas que nunca tomam o valor a. Ou
seja, tem-se optado pelo que vulgarmente se designa por “limite por valores diferentes de a”. Neste
programa optou-se pela versdo alternativa que consiste em admitir, com o mesmo objetivo, sucessdes
podendo tomar o valor a; considera-se, com efeito, que esta opcdo apresenta diversas vantagens. Em
primeiro lugar por ser mais simples de formular (e permitir também uma formula¢cdo mais simples da
nocdo de continuidade) e em segundo porque a prépria nogdo de “limite por valores diferentes” (como
outras afins como a de “limite a esquerda” e “a direita”) passa a poder ser encarada como caso particular
de um nogdo geral de limite “segundo um conjunto” que é muito simplesmente o limite da restricdo da
fungdo inicial a esse conjunto.

Quanto a escolha da definicdo de limite segundo Heine - que ja é pratica comum no Ensino
Secundario - permite, de forma bastante imediata, estender ao caso de fungdes reais a dlgebra de limites
estudada a propdsito das sucessdes, bem como os teoremas de convergéncia por compara¢do, como o
Teorema das fun¢Ges enquadradas, que é uma consequéncia direta, com esta abordagem, do Teorema
das sucessbes enquadradas e que sdo estudados no 122 ano. Apresenta-se em seguida a nogao de
continuidade e, como uma aplicagdo da nog¢do de limite de uma fungdo, o estudo das assintotas, em
particular no caso do grafico de uma funcdo racional.

A diferenciabilidade é igualmente introduzida neste dominio, fazendo-se uma interpretagao
geométrica da derivada de uma fungdo num dado ponto e estabelecendo-se fdrmulas para a soma,
diferenca, produto, quociente e composta de funcdes diferencidveis e calculando-se, directamente a
partir da definicdo, a derivada de algumas fun¢bes elementares. A ligacdo entre o sinal da derivada e a
monotonia de uma dada fun¢do é aqui estabelecida invocando-se o Teorema de Lagrange para uma das
implicagbes, o qual é referido juntamente com o Teorema de Rolle, embora apenas se exija uma
interpretacdo geométrica desses resultados. Em contrapartida pretende-se que o aluno saiba justificar a
propriedade segundo a qual se uma fun¢do que atinge um extremo num dado ponto em que é
diferenciavel, entdo a derivada anula-se nesse ponto, desde que pertenca a um intervalo aberto contido
no dominio da fungdo. Finalmente, é proposta especificamente a aplicacdo da diferenciabilidade a
cinematica do ponto.

Contetdos Pagina 15



No dominio Estatistica, estudam-se as retas de minimos quadrados associadas a uma sequéncia de

pontos do plano. As coordenadas destes pontos podem em particular representar os valores de uma

amostra bivariada, o que permite a aplicacdo deste conceito ao estudo da correlagdo de duas varidveis

estatisticas definidas numa mesma populagao.

11.2 ano — Tabela de contetudos

Dominio

Conteudos

TRI11

50 aulas

Extensdo da Trigonometria a angulos retos e obtusos e resolugao de tridangulos

- Extensdo da definicdo das razées trigonométricas ao caso de angulos retos e obtusos;
Lei dos senos e Lei dos cossenos; extensdo da férmula fundamental da trigonometria;

- Resolucdo de triangulos;

- Seno e cosseno da soma de angulos cuja soma é um angulo convexo;

- Seno e cosseno da diferenca de angulos convexos cuja diferenca é um angulo convexo;

- Seno e cosseno da metade de um angulo.

Angulos orientados, angulos generalizados e rotagdes

- Angulos orientados; amplitudes de angulos orientados e respetivas medidas;
- Rotagoes;

- Orientacdo de um plano;

- Angulos generalizados; medidas de amplitude de dngulos generalizados;

- Angulos generalizados e rotacdes.

Razoes trigonométricas de angulos generalizados

- Circunferéncia trigonométrica (Circulo trigonométrico);

- Generalizagdo das definicdes das razdes trigonométricas aos angulos orientados e
generalizados e as respetivas medidas de amplitude;

- Medidas de amplitude em radianos.

Fungdes trigonométricas

- As funcGes reais de variavel real seno, cosseno e tangente: dominios, periodicidade,
contradominios, zeros e extremos locais;

- RelagGes entre razoes trigonométricas de angulos complementares, suplementares,
cuja diferenca é um angulo reto ou um angulo raso ou cuja soma é um angulo giro;

- Generalizacdo da relacdo fundamental da Trigonometria e das formulas
trigonométricas da soma, diferenca e da duplicacao;

- Equagdes do tipo sinx = k,cosx = ketgx = k;

- Inequacgdes trigonométricas com dominio num intervalo limitado;

- Estudo das fung¢des definidas analiticamente por a sin(bx +c¢) +d, a # 0,
acos(bx+c)+d, a#0eatg(bx+c)+d, a+0;

- FungGes trigonométricas inversas;

- Resolucgdo de problemas envolvendo razdes trigonométricas e a determinacdo de
distancias;

- Resolu¢do de problemas envolvendo fungées trigonométricas.

Aplicagdes aos osciladores harmdnicos

- Osciladores harmadnicos: amplitude, pulsacdo, periodo, frequéncia e fase;
- Resolugdo de problemas envolvendo osciladores harménicos.

Conteudos
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GA1l1l

32 aulas

Declive e inclinagdo de uma reta do plano

- Inclinagdo de uma reta do plano e relagao com o respetivo declive.

Produto escalar de vetores

- Produto escalar de um par de vetores;

- Angulo formado por um par de vetores n3o nulos; relagio com o produto escalar;

- Perpendicularidade entre vetores e relagdo com o produto escalar;

- Desigualdade de Cauchy-Schwarz;

- Simetria e bilinearidade do produto escalar;

- Célculo do produto escalar de um par de vetores a partir das respetivas coordenadas;
- Relagdo entre o declive de retas do plano perpendiculares;

- Resolucgdo de problemas envolvendo a nog¢do de produto escalar.

Equagdes de planos no espago

- Vetores normais a um plano;

- Relagdo entre a posicdo relativa de dois planos e os respetivos vetores normais;

- Paralelismo entre vetores e planos;

- EquacGes cartesianas, vetoriais e paramétricas de planos;

- Resolugdo de problemas envolvendo a noc¢do de produto escalar de vetores;

- Resolucgdo de problemas relativos a determinagdo de equacgGes de retas do plano em
situagdes envolvendo a nogdo de perpendicularidade;

- Resolucgdo de problemas envolvendo a determinacao de equacdes de planos, em
situacdes envolvendo a perpendicularidade;

- Resolucgdo de problemas envolvendo equacdes de planos e de retas no espaco.

PL11

6 aulas

Vocabulario da otimizagao

- Funcdo objetivo; regido admissivel e pontos admissiveis;
- Conjunto de nivel de uma fungdo numérica.

Introdugdo a programacao linear

- Problemas de programacao linear e respetivas fun¢des objetivo e regides admissiveis;
conjuntos de nivel de um problema de programacgao linear;

- Relagdo entre os maximos e minimos da fun¢do objetivo de um problema de
programacao linear e os vértices da respetiva regido admissivel, quando esta é
limitada;

- Resolugdo de problemas de programacao linear por métodos geométricos e analiticos.

SUC11

38 aulas

Conjunto dos majorantes e conjunto dos minorantes de uma parte nao vazia de R

- Conjuntos minorados, majorados e limitados;

- Maximo, minimo, supremo e infimo de um conjunto;

- Principio do supremo; caracteriza¢do do conjunto dos majorantes e do conjunto dos
minorantes de um conjunto n3do vazio de nimeros reais;

- Caracterizagdo do supremo e do infimo de um conjunto ndo vazio de niumeros reais.

Generalidades acerca de sucessoes

- Sucessdes numéricas; sucessdes mondtonas, majoradas, minoradas e limitadas;
conjunto dos majorantes e dos minorantes de uma sucessao;

- Resolucao de problemas envolvendo o estudo da monotonia e a determinacgao de
majorantes e minorantes de sucessdes.

Conteudos
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Principio de indugao matematica

- Principio de indugao matematica;
- Definicdo de uma sucessao por recorréncia;
- Demonstracdo de propriedades utilizando o principio de indugdo matematica.

Progressoes aritméticas e geométricas

- Progressdes aritméticas e geométricas; termos gerais e somas de N termos
consecutivos;
- Resolucdo de problemas envolvendo progressdes aritméticas e geométricas.

Aplicagbes aos juros compostos

- Cdlculo de juros compostos;
- Resolucgdo de problemas envolvendo juros compostos.

Limites de sucessoes

- Limite de uma sucessdo (casos de convergéncia e de limites infinitos); unicidade do
limite; caso de sucessdes que diferem num numero finito de termos;

- Operagdes com limites e situa¢des indeterminadas;

- Levantamento algébrico de indeterminacgdes;

- Limites de polindmios e de fragGes racionais;

- Limites lirrln a, lirrln% (@a>0)e lirrln n? (p € Q);

- Resolucdo de problemas envolvendo limites de sucessoes.

FRVR11 | Limites segundo Heine de fungdes reais de variavel real
46 aulas - Pontos aderentes a um conjunto de nimeros reais;

- Limite de uma fungao num ponto aderente ao respetivo dominio;

- Limites por valores num dado conjunto; limites laterais;

- Limites no infinito;

- OperagOes com limites e casos indeterminados; produto de uma fung¢do limitada por
uma fungdo de limite nulo;

- Limite de uma fung¢do composta;

- Levantamento algébrico de indeterminagdes;

- Resolugdo de problemas envolvendo o estudo dos zeros e do sinal de fung¢des racionais

~ P(x - S

dadas por expressées da forma ﬁ, onde P e () sdo polindmios;

- Resolugdo de problemas envolvendo a noc¢do de limite de uma fungao.

Continuidade de fungées

- Fungdo continua num ponto e num subconjunto do respetivo dominio;

- Continuidade da soma, diferenca, produto, quociente e composicdo de funcées
continuas;

- Continuidade das fungdes polinomiais, racionais, trigonométricas, raizes e poténcias de
expoente racional.
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Assintotas ao grafico de uma fungao

- Assintotas verticais e assintotas obliquas ao grafico de uma funcao;
- Resolucdo de problemas envolvendo a determinacdo das assintotas e da representacao

grafica de fungdes racionais definidas analiticamente por f(x) = a + ﬁ (a,b,c € R);

- Resolucgdo de problemas envolvendo a determinacgao de assintotas ao grafico de
fungdes racionais e de fung¢des definidas pelo radical de uma funcgao racional.

Diferenciabilidade

- Taxa média de variacdo de uma funcdo e interpretacdao geométrica;

- Derivada de uma fung¢do num ponto e interpretacdao geométrica;

- Derivada da soma e da diferenca de fungdes diferenciaveis;

- Derivada do produto e do quociente de fung¢des diferencidveis;

- Derivada da fun¢do composta;

- Derivada da fungdo definida por f(x) = xP, p inteiro;

- Sinal da derivada de fungdes monétonas; nulidade da derivada num extremo local de
uma funcao;

- Teorema de Lagrange e de Rolle; interpretacdo geométrica;

- Monotonia das fungdes com derivada de sinal determinado num intervalo;

. . ~ . ~ ~ 1
- Calculo e memorizacdo da derivada das funces dadas pelas expressées x, x2, x3,; eVx;

- Célculo da derivada de fungdes dadas por f(x) = Vx (x ndo nulo se n > 1 impar,
x > 0 sen par);

- Calculo e memorizagdo da derivada de fungdes dadas por f(x) = x* (a racional, x > 0);

- Cdlculo de derivadas de fung¢des utilizando as regras de derivacdo e as derivadas de
funcdes de referéncia;

- Equacgses de retas tangentes ao grafico de uma dada fungado;

- Resolucdo de problemas envolvendo a determinacdo de equacdes de retas tangentes
ao grafico de funcgGes reais de variavel real;

- Resolucgdo de problemas envolvendo a aplicagdo do célculo diferencial ao estudo de
fungdes reais de varidvel real, a determinacdo dos respetivos intervalos de monotonia,
extremos relativos e absolutos.

Cinematica do ponto

- Aplicacdo da nocdo de derivada a cinematica do ponto: fungdes posicdo, velocidade
média e velocidade instantdnea de um ponto material que se desloca numa reta;
unidades de medida de velocidade;

- Resolugdo de problemas envolvendo fung¢des posi¢do, velocidades médias e
velocidades instantaneas e mudancas de unidades de velocidade.

EST11 | Reta de minimos quadrados, amostras bivariadas e coeficiente de correlagao
6 aulas - Reta de minimos quadrados de uma sequéncia de pontos do plano;

- Amostras bivariadas; variavel resposta e variavel explicativa;

- Nuvem de pontos de uma amostra de dados bivariados quantitativos;

- Reta dos minimos quadrados de uma amostra de dados bivariados quantitativos;

- Coeficiente de correlagdo;

- Resolucgdo de problemas envolvendo a determinacdo de retas de minimos quadrados;

- Resolucao de problemas envolvendo amostras de dados bivariados quantitativos e o
calculo e interpretagao dos coeficientes da reta de minimos quadrados e do coeficiente
de correlagao.
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No 12.2 ano, os dominios de conteludos sdo sete:

e Calculo Combinatério (CC)

e Probabilidades (PRB)

e FungGes Reais de Variavel Real (FRVR)

e Trigonometria (TRI)

e Fungdes Exponenciais e Logaritmicas (FEL)
¢ Primitivas e Calculo Integral (PCl)

¢ Numeros Complexos (NC)

O Cdlculo Combinatdrio é a area da Matematica dedicada a realizacdo eficiente de contagens.
Nestes descritores abordam-se inicialmente, apds uma formulacdo em termos de teoria dos conjuntos de
algumas propriedades elementares dos cardinais, problemas de contagem relacionados com o numero de
funcgdes entre conjuntos finitos ou com o ndmero de partes de um dado conjunto finito, definindo-se
progressivamente arranjos, com ou sem repeticdo, e combinacdes, que permitem, em situa¢cdes muito
distintas, efetuar contagens de forma expedita. E igualmente introduzido o bindmio de Newton e o
tridngulo de Pascal, estudando-se algumas propriedades dos coeficientes binomiais.

Apds uma primeira abordagem mais restritiva elaborada 9.2 ano, pretende-se agora, no dominio
Probabilidades, estudar de um modo mais geral a nocdo de probabilidade de um ponto de vista
matematico, comecando por se introduzir a nocao de funcdo de probabilidade definida no conjunto das
partes de um conjunto finito, da qual a lei dita de Laplace, estudada no Ensino Basico, € um caso
particular, relacionado com situacdes de equiprobabilidade. E igualmente abordada a nocdo de
probabilidade condicionada e de independéncia de acontecimentos, apresentando-se em particular o
Teorema da probabilidade total. Finalmente, propGe-se o estudo da distribuicdo de probabilidade de
algumas varidveis aleatdrias discretas que apenas tomam um numero finito de valores, como a
distribuicdo de Bernoulli ou a distribuicdao binomial, apresentando-se, neste contexto, a nogao de valor
médio e de desvio padrao.

No dominio Fung¢bes Reais de Varidvel Real, completa-se o estudo dos limites de sucessdes e de
fungdes. Continua-se ainda o estudo das funcbes continuas e das fungdes diferencidveis, enunciando-se,
em particular, o Teorema de Weierstrass e o Teorema dos valores intermédios (ou de Bolzano-Cauchy).
Trata-se também a diferenciabilidade da fungdo inversa de uma fungdo bijetiva, o que permitird em
particular, no dominio Funcbes Exponenciais e Logaritmicas, relacionar a derivada das segundas com as
derivadas das primeiras. Relaciona-se ainda o sinal da derivada de segunda ordem de uma fun¢do com o
sentido da concavidade do respetivo grafico, aproveitando-se para, no contexto da cinematica do ponto,
interpretar a derivada de segunda ordem das fungdes posicdo como uma aceleragdo. Aborda-se a questdo
da utilizacdo das calculadoras gréficas, em particular para a obtencdo de valores aproximados de
equacdes envolvendo funcdes reais de variavel real, aproveitando-se os conhecimentos adquiridos acerca
do estudo analitico de fungbes para justificar a validade de determinados procedimentos e analisar
criticamente os diversos usos que podem ser feitos deste tipo de tecnologias neste contexto.
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O dominio Trigonometria no 12.2 ano é dedicado ao calculo da derivada das funcbes seno e
cosseno, apds o estabelecimento de alguns limites, ditos notdveis, indispensdveis a esse efeito. E a
oportunidade ideal para se aprofundar o estudo dos osciladores harmdnicos iniciado no 11.2 ano,
analisando-se uma equacao diferencial caracteristica que rege o respetivo comportamento e verificando-
se que, em particular, uma tal equacdo pode ser deduzida da Lei de Hooke, desde que se admita a
Relagdo Fundamental da Dinamica, o que permite evidenciar o caracter de oscilador harmdnico de uma
mola ndao submetida a atrito.

No dominio Fung¢bes Exponenciais e Logaritmicas comecga-se por retomar o cdlculo de juros
compostos, com o intuito de introduzir o nimero de Neper. Estudam-se em seguida, de forma
sistematica, as propriedades da fungdo f(x) = a* definida no conjunto dos nimeros racionais (onde
a > 0), argumentando-se, com determinadas passagens ao limite, e admitindo alguns resultados
intuitivos, mas de demonstracdo mais delicada, que esta funcdo se pode estender ao conjunto dos
numeros reais mantendo, no essencial, as mesmas propriedades algébricas. PropGe-se depois o cdlculo da

. ~ . . . . -1 , .
derivada da funcdo exponencial, partindo do limite llmx_)OeTz 1, que é admitido, embora se

abordem algumas propriedades de aproximacdo sequencial da exponencial que podem ser utilizadas na
respetiva justificacdo. As funcbes logaritmicas sdo introduzidas como func¢des inversas das funcGes
exponenciais, tomadas como bijecGes sobre os respetivos contradominios, ja que se demonstra tratar-se
de func¢des injetivas. Esta abordagem permite estabelecer facilmente, a partir das propriedades
conhecidas das fungdes exponenciais, as propriedades algébricas e analiticas das fung¢des logaritmicas.
Aborda-se ainda o calculo de alguns limites que comparam o crescimento das func¢des polinomiais,
exponenciais e logaritmicas e que os alunos devem conhecer.

De forma andloga ao caso dos osciladores harménicos, também o estudo de certas equagdes
diferenciais lineares de primeira ordem permite justificar a utilizagdo de fungdes exponenciais na
modelagdo de inumeros fendmenos, como a evolu¢do de algumas populagdes, da temperatura de
determinados sistemas ou o decaimento de uma substancia radioativa.

Considera-se relevante que os alunos terminem o Ensino Secundario com algumas nogdes, ainda
qgue ndo inteiramente formalizadas, de Calculo Integral, ja que, em certo sentido, se trata de um
complemento essencial do Cdlculo Diferencial. Poderdo dessa forma construir uma visdo mais unificada e
abrangente da Andlise elementar. E nesse espirito que foi concebido o dominio Primitivas e Cdlculo
Integral. Apds a introducdo da definicdo de primitiva de uma funcdo e do estudo de algumas das
respetivas propriedades imediatas, é abordada a no¢do de integral de uma fung¢do continua e ndo
negativa num intervalo limitado, de forma intuitiva e visual, recorrendo a nogdo de area e, utilizando-se
propriedades elementares admitidas para esta no¢do, demonstra-se o Teorema fundamental do célculo e
a férmula de Barrow. A definicdo é posteriormente estendida as fungdes continuas que alternam de sinal
um numero finito de vezes, bem como os referidos resultados fundamentais, e, finalmente, refere-se
apenas a possibilidade de extensdo a todas as func¢des continuas. Neste dominio sdo, de modo geral,
estudadas as principais propriedades dos integrais definidos e analisadas algumas técnicas de
primitivacdo e de integracao.

Finalmente, no dominio Numeros Complexos, apresenta-se a motiva¢ao histérica para a introducdo
dos numeros imaginarios, relacionada com a férmula de Cardano para a resolugdo de equag¢des do
terceiro grau. Introduz-se em seguida o corpo dos niumeros complexos, tendo-se optado por efetuar uma
construcdo algébrica que consiste em munir o conjunto R? da operacdo de adi¢do usual e de uma
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multiplicacdo adequada. Comeca-se por motivar estas definicdes, estabelecendo-se previamente
determinadas propriedades que resultam necessariamente das caracteristicas que se pretende atribuir
aos numeros complexos, em particular a existéncia de um ndmero cujo quadrado é igual a —1. Trata-se

|”

de uma construcdo “palpdvel” e concreta que pretende evitar algumas das reticéncias evidenciadas
geralmente pelos alunos quanto a “verdadeira existéncia” dos numeros imaginarios e que esta
estreitamente relacionada com o habitual conceito de “plano complexo”. Apds a andlise das propriedades
operatdrias dos niumeros complexos, é estudado em pormenor o grupo dos complexos de mddulo 1,
estabelecendo-se assim uma base sdlida para a representacao dos niumeros complexos na forma polar e,
posteriormente, para a radiciacdo complexa. E ainda estudada a representacdo complexa de algumas
transformacbes do plano, como rotacdes, reflexdes, translacdes e homotetias, e aproveitam-se as
férmulas de De Moivre para linearizar polindmios trigonométricos, o que permite estabelecer

rapidamente diversas férmulas de trigonometria e primitivar algumas fungdes.

12.2 ano — Tabela de contetudos

Dominio Conteudos
CC12 Factos elementares do Calculo Combinatoério

17 aulas - Conjuntos equipotentes e cardinais; cardinal da unido de conjuntos disjuntos;

- Cardinal do produto cartesiano de conjuntos finitos;

- Numero de aplicagGes entre conjuntos de cardinal finito; arranjos com repeticao;

- Nimero de subconjuntos de um conjunto de cardinal finito;

- Numero de bijecGes de um conjunto finito nele préprio; fatorial de um nimero inteiro
nao negativo;

- Numero de aplicacGes injetivas entre conjuntos de cardinal finito; Arranjos sem
repeticao;

- Numero de subconjuntos de p elementos de um conjunto de cardinal n; combinagdes;

- Resolugdo de problemas envolvendo cardinais de conjuntos, contagens, arranjos e
combinagdes.

Triangulo de Pascal e Bindmio de Newton
- Féormula do bindmio de Newton;

- Triangulo de Pascal: definigdo e construgao;
- Resolugdo de problemas envolvendo o tridngulo de Pascal e o binédmio de Newton.

PRB12 | Espagos de probabilidade

27 aulas - Probabilidade no conjunto das partes de um espago amostral finito; espago de
probabilidades;

- Acontecimento impossivel, certo, elementar e composto; acontecimentos
incompativeis, acontecimentos contrarios, acontecimentos equiprovaveis e regra de
Laplace;

- Propriedades das probabilidades: probabilidade do acontecimento contrario,
probabilidade da diferenga e da unido de acontecimentos; monotonia da
probabilidade;

- Resoluc¢do de problemas envolvendo a determinagdo de probabilidades em situagGes
de equiprobabilidade de acontecimentos elementares;

- Resolucgdo de problemas envolvendo espagos de probabilidade e a determinagdo de
propriedades da fun¢do de probabilidade.
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Probabilidade Condicionada
- Probabilidade condicionada;
- Acontecimentos independentes;
- Teorema da probabilidade total;
- Resolucdo de problemas envolvendo probabilidade condicionada, acontecimentos
independentes e o Teorema da probabilidade total.
Variaveis aleatorias discretas e distribuic6es de probabilidade
- Varidvel aleatdria discreta; distribuicdo de probabilidade discreta;
- Valor médio e desvio-padrdao de uma varidvel aleatdria discreta;
- Distribuicao de Bernoulli;
- Distribui¢ao binomial;
- Resolugdo de problemas envolvendo distribui¢des de probabilidade, a média e o desvio
padrdo de uma varidvel aleatoria;
- Resolucdo de problemas envolvendo as distribuicdes de Bernoulli e binomial.
FRVR12 | Limites e Continuidade
32 aulas - Teoremas de comparagdo para sucessdes e teorema das sucessdes enquadradas;
- Convergéncia das sucessdes mondtonas e limitadas;
- Vizinhangas de —co e de +o0;
- Teoremas de comparacdo envolvendo desigualdades entre fungGes e os respetivos
limites;
- Teorema das fung¢bes enquadradas;
- Utilizag¢do dos teoremas de comparacgao e do teorema das fungées enquadradas para
determinar limites de funcdes reais de variavel real;
- Teorema dos valores intermédios (Bolzano Cauchy);
- Bijetividade das fungdes mondtonas e continuas num dado intervalo; continuidade da
fungdo inversa;
- Teorema de Weierstrass;
- Resolugdo de problemas envolvendo os teoremas de comparagdo para o cdlculo de
limites de sucessdes e de fungdes e a continuidade de fungdes.
Diferenciabilidade
- Derivada da func3o inversa; aplicacdo a derivada de /x.
Derivada de segunda ordem, extemos, sentido das concavidades e pontos de inflexdao
- Derivada de segunda ordem de uma funcgao;
- Sinal da derivada de segunda ordem num ponto critico e identificacdo de extremos
locais;
- Pontos de inflexdo e concavidades do grafico de fungdes duas vezes diferencidveis;
- Interpretacdo cinematica da derivada de segunda ordem de uma fungdo posicao:
aceleracdo média e aceleragdo; unidades de medida de aceleragao;
- Estudo e tracados de graficos de func¢des diferenciaveis;
- Resolugdo de problemas envolvendo propriedades de fungdes diferencidveis.
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Aplicagdo do calculo diferencial a resolugao de problemas

- Resolugdo de problemas de otimizagdo envolvendo fungdes diferenciaveis;

- Resolucdo de problemas envolvendo fungdes posicao, velocidades médias e
velocidades instantaneas, aceleragdes médias e aceleragGes instantaneas e mudancgas
de unidades de aceleracgao;

- Resolucgdo de problemas envolvendo a resolugdo aproximada de equac¢des da forma
f(x) = g(x) utilizando uma calculadora gréfica.

TRI12

22 aulas

Diferenciagdao de fung¢Ges trigonométricas

- Limite notavel lim M;
x-0 X
- Diferenciabilidade das fungdes seno, cosseno e tangente;
- Resolucdo de problemas envolvendo o estudo de fung¢des definidas a partir de fungées
trigonomeétricas.

Aplicagdes aos osciladores harménicos
- Relagdo Fundamental da Dinamica e lei de Hooke;

- Os osciladores harménicos como solugdes de equagdes diferenciais da forma f"' = —w?f;
- Resolucdo de problemas envolvendo osciladores harmadnicos.

FEL12

41 aulas

Numero de Neper

~ 1\" o . T
- Sucessdo de termo geral u,, = (1 + Z) e relacdo com juros compostos; capitalizacdo
continua de juros e definicdo do niumero de Neper.

Fungdes exponenciais

- Propriedades da fung&o definida nos nimeros racionais pela expressdo f (x) = a*, (a > 0):
monotonia, continuidade, limites e propriedades algébricas;

- Extensdo ao caso real: defini¢do das fungdes exponenciais de base a e respetivas
propriedades;

n
~ . ~ .. ~ X
- Fungdo exponencial e* e relagdo com o limite da sucessdo de termo geral (1 + Z) ,x ER;

. . . e*-1 . o .
- Limite notavel lll’l‘(l)T e derivada da fung¢do exponencial.
X—

Fungdes logaritmicas

- Fungdo logaritmica de base a # 1 enquanto bijecdo reciproca da fungao exponencial de
base a; logaritmo decimal e logaritmo neperiano;

- Monotonia, sinal, limites e propriedades algébricas dos logaritmos;

- Diferenciabilidade das fung¢des logaritmicas no respetivo dominio.

Limites notaveis envolvendo fun¢Ges exponenciais e logaritmicas

lim xke*, lim InC) o lim x In(x);
X x-0

X—>—00 X—+00

- Resoluc¢do de problemas envolvendo o estudo de fung¢des definidas a partir de fungdes
exponenciais e logaritmicas, as respetivas propriedades algébricas e limites notaveis.

. . e*
- Limites lim —,
X—>+00 X

Conteudos
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Modelos exponenciais
- Aequacdo f' = kf, k € R, enquanto modelo para o comportamento da medida de
grandezas cuja taxa de variacdo é aproximadamente proporcional a quantidade de
grandeza presente num dado instante (evolu¢do de uma populagdo, da temperatura de
um sistema ou do decaimento de uma substancia radioativa);
- Solugdes da equagdo f' = kf, k € R;
- Resolugdo de problemas de aplicacdo, envolvendo a equagdo f' = kf, k € R.
PCI12 | Primitivas
20 aulas - Definicdo de primitiva de uma fungdo num intervalo; familia das primitivas de uma
dada fun¢do num intervalo; linearidade da primitivagao;
- Primitivas de func¢des da forma u'(x)f(u(x)).
Calculo Integral
- Aditividade e monotonia da medida de area;
- Definicdo intuitiva da nocdo de integral de fun¢des continuas ndo negativas num
intervalo limitado e fechado;
- Origem histdrica do simbolo de integral;
- Nogao de integral definido para fungbes continuas num intervalo limitado e fechado
gue alternam de sinal um nimero finito de vezes;
- Teorema fundamental do célculo integral, Fbrmula de Barrow e Teorema da média;
- Linearidade e monotonia do integral definido; aditividade do integral em relacdo ao
dominio;
- Referéncia a extensdes da nocdo de integral; existéncia de primitivas para funcoes
continuas em intervalos.
Resolugdo de problemas
- Resolucgdo de problemas envolvendo o cédlculo de medidas de drea de regides do plano;
- Resolucgdo de problemas envolvendo a primitivacdo e a integracdo de fungées
continuas;
- Resolucgdo de problemas envolvendo fungées posicdo, velocidade e aceleragdo e a
primitivacdo e integracdo de funcdes.
NC12  Introdugdo aos nimeros complexos
28 aulas - A Formula de Cardano e a origem histdrica dos nimeros complexos;
- Motivac¢do da definicdo dos nimeros complexos e das operag¢des de soma e produto de
numeros complexos;
- Propriedades das operagdes (a,b) + (c,d) = (a+c,b+d) e
(a,b) x (c,d) = (ac — bd, ad + bc) definidas em R2: associatividade,
comutatividade, distributividade de X relativamente a + e respetivos elementos
neutros; definicdo do corpo dos nimeros complexos C, enquanto R? munido destas
operacgoes;
- R enquanto subconjunto de C; a unidade imaginariai = (0,1);
- Representag¢do dos numeros complexos na forma z = a + ib, a,b € R. Parte real e
parte imaginaria dos nimeros complexos; o plano complexo e os eixos real e
imaginario; ponto afixo de um nimero complexo.
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Complexo conjugado e médulo dos niimeros complexos
- Conjugado de um nimero complexo; propriedades algébricas e geométricas; expressao
da parte real e da parte imagindria de um numero complexo z em fungao de z e de Z;
- Mddulo de um ndimero complexo; propriedades algébricas e geométricas.
Quociente de nimeros complexos
- Inverso de um ndmero complexo ndo nulo e quociente de nimeros complexos.
Exponencial complexa e forma polar dos niimeros complexos
- Complexos de médulo 1; a exponencial complexa e = cos(0) + isin(8), 6 € R, e
respetivas propriedades algébricas e geométricas; argumento de um ndmero complexo
e representacdo polar dos nimeros complexos;
- Férmulas de De Moivre.

Raizes n-ésimas de nimeros complexos

- Solugdes das equacdes da forma z™ = w,n € New € C; afungdo raiz quadrada;
raizes dos polinémios complexos de grau 2.

Resolugdo de problemas
- Resolucdo de problemas envolvendo propriedades algébricas e geométricas dos

numeros complexos, a respetiva forma polar, raizes n-ésimas de nimeros complexos e
as férmulas de De Moivre.

Conteudos
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Os descritores especificados na tabela seguinte, que dizem respeito a propriedades que os alunos
devem reconhecer, a procedimentos que devem efetuar ou a problemas que devem resolver, foram
assinalados, nas Metas Curriculares, com o simbolo «+». Para estes descritores especificaram-se, no
Caderno de Apoio, diferentes niveis de desempenho, materializados em exemplos de complexidade
variada que poderdo ser propostos aos alunos. Os exemplos que no Caderno de Apoio se encontram
assinalados com um ou dois asteriscos correspondem a desempenhos progressivamente mais avangados
gue ndo serdo exigiveis a totalidade dos alunos, estando os restantes associados a um desempenho
considerado regular. Pretende-se assim estabelecer, para estes descritores, um referencial que permita
ao professor apreender o grau de exigéncia requerido.

Ano de escolaridade Descritores

LTC101.18, 2.9, 2.29, 3.1, 3.2.
ALG101.1,1.2,1.11,2.1,2.2,2.4,2.5,3.1,4.2,45,4.11,5.1,5.2,5.3.
GA101.2,1.4,1.10,1.14,1.18,2.1,4.1,5.4,5.6, 6.1, 8.1, 8.2, 8.3, 9.5, 9.6, 12.1,
10.2 ano 13.1, 13.2.

FRVR101.10,1.11,2.6,2.7,2.8,2.10,4.8,6.1,6.2,6.3,6.4

EST107.1,7.2,7.3

TRI11 1.8,9.1,10.1, 10.2, 10.3, 10.4, 11.2.
GAl114.1,4.2,43,4.4
SUC113.3,5.2,5.3,7.3,8.1,8.2,83,84, 8.5.
FRVR114.1,4.2,4.3,44,45,6.13,9.1,9.2,9.3.
PL113.1

11.2ano

CC121.4,1.10,2.3,2.4,3.1,3.2,3.3,4.1,4.2,4.3,4.4.
PRB123.3,4.1,4.2,4.3,4.4,45.
FRVR121.10,2.1,2.2,3.1,6.1,6.2,6.3, 6.4, 6.5.
12.2ano TRI121.1, 3.1, 3.2, 3.3.

FEL124.4,6.1,6.2,6.3.

PCI121.6,4.1,4.2,4.3.
NC121.3,4.3,5.1,6.1,6.2,6.3,6.4,6.5, 6.6.

Por outro lado, alguns descritores (ALG10 1.4; GA10 1.9, 3.7, 3.8, 10.3; TRI11 1.15, 1.17; GA11
2.9,2.10; SUC11 7.7, 7.28, 7.29; FRVR11 2.4, 6.8, 6.11; FRVR12 1.5, 5.3, 5.4; FEL12 1.1, 2.1, 2.2, 2.3, 4.1),
relativos a propriedades que os alunos devem provar, encontram-se igualmente assinalados, nas Metas
Curriculares, com o simbolo «+». Entende-se, neste caso, que embora todos os alunos devam conhecer o
resultado em causa e saber aplica-lo, a elaboracdo da respetiva demonstracdo é facultativa, por
corresponder a um nivel de desempenho superior. Finalmente, nos dominios LTC10, ALG10, SUC11,
FRVR12, PRB12 e FEL12 encontram-se assinalados com o simbolo «#» alguns descritores relativos a
conjuntos de demonstracdes muito semelhantes entre si, ficando ao critério do professor quais devem ser
tratadas como exemplo.
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Tendo em consideracdo, tal como para os niveis de desempenho, as circunstancias de ensino (e, de
modo muito particular, as caracteristicas das turmas e dos alunos), as escolas e os professores devem
decidir quais as metodologias e os recursos mais adequados para auxiliar os seus alunos a alcangar os
desempenhos definidos nas Metas Curriculares.

A experiéncia acumulada das escolas e dos professores constitui um elemento fundamental no
sucesso de qualquer projeto educativo, ndo se pretendendo, por isso, espartilhar e diminuir a sua
liberdade pedagdgica nem condicionar a sua pratica letiva. Pelo contrdrio, o presente Programa
reconhece e valoriza a autonomia das escolas e dos professores, ndo impondo portanto metodologias
especificas.

Sem constituir ingeréncia no trabalho dos professores, nota-se, contudo, que a aprendizagem
matemadtica é estruturada em patamares de crescente complexidade, pelo que na pratica letiva devera
ter-se em atencgdo a progressdo dos alunos, sendo muito importante proceder-se a revisoes frequentes de
conteudos ja lecionados com vista a sua consolidagao, incluindo alguns ja conhecidos do Ensino Basico.

Utilizagdo da tecnologia

As salas de aulas estdo, em geral, dotadas de um certo nimero de equipamentos que podem
constituir uma mais-valia para a pratica letiva. A tecnologia no Ensino Secundario deve portanto ser
aproveitada para ajudar os alunos a compreender certos conteudos e relacdes matematicas e para o
exercicio de certos procedimentos; essa utilizacdo deve, no entanto, ser criteriosa, ja que, caso contrario,
pode condicionar e comprometer gravemente a aprendizagem e a avaliacdo.

Os professores e os alunos tém ao seu dispor, por exemplo, um vasto conjunto de recursos que
facilitam o célculo, as representacGes geométricas e a representacao grafica de funcbes, mas importa que
os alunos adquiram capacidade critica para reconhecer as situagdes em que a tecnologia ndo permite sé
por si justificar a adequac¢ao dos resultados encontradas ao problema proposto ou ilustrar devidamente os
conceitos e procedimentos matematicos envolvidos.

A utilizagcdo da tecnologia ndao pode, pois, substituir a compreensao conceptual, a proficiéncia no
calculo e a capacidade de resolver problemas. Assim, os alunos devem dominar procedimentos como
operar com polindmios, efetuar representagdes de graficos de funcgbes, resolver equacgdes, calcular limites
e derivadas sem necessitarem de utilizar recursos tecnolégicos (calculadoras, computadores, etc.) que
substituam algumas das capacidades matematicas inerentes a esses procedimentos. Apenas a
memorizacdo e a compreensdo cumulativa de conceitos, técnicas e relagdes matemadticas permitem
resolver problemas progressivamente mais exigentes e alcangar conhecimentos progressivamente mais
complexos.

Em particular o professor deve alertar os alunos para as limitagdes das calculadoras e computadores,
sublinhando sempre a importancia de relacionar quer as representagdes graficas observadas, quer os
valores encontrados, com o conhecimento tedrico que permite atribuir o devido significado a essas
representacdes e valores. E um erro grave, por exemplo, pensar que a simples consideracdo de resultados
obtidos através de uma calculadora permite verificar se um numero é irracional (ja que esta apenas
apresenta uma aproximacgao de um dado nimero como dizima finita até determinada ordem), concluir que
uma func¢do definida numa infinidade de pontos é mondtona (teria de calcular-se o valor da funcdo em
cada ponto do respetivo dominio, e ndo apenas num subconjunto finito do mesmo, que é o que na
realidade qualquer calculadora faz, alidas em geral apenas com determinado grau de aproximagao), se uma
sucessdo é convergente, ou, de maneira geral, deduzir qualquer propriedade do grafico de uma funcdo que
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necessite do conhecimento dos valores da funcdo numa infinidade de pontos do dominio (continuidade,
diferenciabilidade, limites, assintotas, resultados positivos de concavidade e monotonia, extremos, etc.).
No entanto, o conhecimento prévio de propriedades analiticas de uma func¢édo ou fungdes pode, em muitos
casos, permitir uma utilizacdo adequada das potencialidades da calculadora para visualizar porc¢des
particularmente interessantes dos respetivos graficos, obter valores aproximados de solucbes de equacdes,
de extremos e pontos de extremo, etc. As propriedades que, em cada caso, serd necessario estabelecer
antes de se poderem extrair conclusdes justificadas a partir do que se observa na calculadora ou
computador dependem, evidentemente, da questao que se pretende resolver, podendo mesmo resumir-
se, em certos casos, a simples continuidade; apenas em casos em que o conhecimento de um numero finito
de pontos do grafico permite extrair alguma conclusdo segura (situagdes de inexisténcia de monotonia ou
de sentido determinado de concavidade em determinado intervalo, por exemplo) é possivel praticamente
prescindir de um conhecimento prévio de alguma propriedade analitica da fungdo em estudo.

Como é evidente, a calculadora grafica pode sempre ser utilizada para ilustrar propriedades de
graficos de funcbes adequadamente escolhidas pelo professor, ou para que o aluno teste o resultado de
variagOes de parametros em classes de fun¢des de que ja tenha algum conhecimento tedrico e, de maneira
geral, para uma abordagem experimental ao estudo de funcdes, desde que devidamente controlada e
acompanhada de uma analise critica da validade de conjeturas que essas experiéncias possam induzir.

Neste sentido, neste programa considera-se que no Ensino Secundario a tecnologia, e mais
especificamente a calculadora grafica, deve ser utilizada em sala de aula e consequentemente em certos
instrumentos de avaliacdo (na resolucdo de problemas requerendo célculos de valores aproximados de
solucbes de determinado tipo de equag¢ées ou de fungbes envolvendo, por exemplo, razbes
trigonométricas, logaritmos, ou exponenciais) mas que se deve evitar a sua utilizagdo em outras provas de
avaliagdo em que os conteldos e capacidades envolvidas claramente o ndo justifiguem ou mesmo o
desaconselhem.
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O Decreto-Lei n.2 139/2012, de 5 de julho, alterado pelo Decreto-Lei n.2 91/2013 de 10 de julho,
estabelece os principios orientadores da organiza¢do, da gestdo e do desenvolvimento dos curriculos do
Ensino Basico e do Ensino Secundario, bem como da avaliacdo dos conhecimentos adquiridos e das
capacidades desenvolvidas pelos alunos do Ensino Basico ministradas em estabelecimentos escolares
publicos, particulares e cooperativos.

Os conhecimentos a adquirir e as capacidades a desenvolver pelos alunos do Ensino Secundario, na
disciplina de Matematica A, tém como referéncia o programa dessa disciplina e as respetivas Metas
Curriculares definidas por ano de escolaridade. E este documento que permitird cumprir a funcio de
regulacdo do percurso de aprendizagem que a avaliagdo do desempenho dos alunos devera assumir.

Os resultados dos processos avaliativos (de caracter nacional, de escola, de turma e de aluno)
devem contribuir para a orientacdo cientifico-pedagdgica do ensino, para que se possam superar, em
tempo util e de modo apropriado, dificuldades de aprendizagem identificadas e, simultaneamente,
reforcar os progressos verificados. Todos estes propdsitos devem ser concretizados recorrendo a uma
avaliacdo diversificada e frequente, contribuindo para que os alunos adquiram uma maior consciéncia do
seu nivel de conhecimentos e valorizem a avaliagdo como um processo promotor de melhores
desempenhos.

A classificagdo resultante da avaliagdo interna no final de cada periodo, guiada pelos critérios de
avaliacdo da disciplina de Matematica A definidos em cada agrupamento de escolas/escola ndo agrupada,
deverd traduzir com fidelidade o nivel de desempenho do aluno no que se refere ao cumprimento do
programa e das respetivas metas curriculares.
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O presente documento descreve o conjunto das metas curriculares da disciplina de
Matemadtica A que os alunos devem atingir durante o Ensino Secundario. Os objetivos gerais,
completados por descritores mais precisos, encontram-se organizados em cada ano de
escolaridade, por dominios e subdominios, segundo a seguinte estrutura:

Dominio
Subdominio
1. Objetivo geral
1. Descritor
2. Descritor

Os diferentes descritores estdo redigidos de forma objetiva, numa linguagem rigorosa
destinada ao professor, devendo este selecionar uma estratégia de ensino adequada a
respetiva concretizacdo, incluindo uma adaptacdo da linguagem, sempre que seja necessaria.
O significado preciso de certos verbos com que se iniciam alguns descritores («identificar»,
«designar», «referir», «representar», «reconhecer», «saber», «provar», «demonstrary,
«justificar», «interpretar») encontra-se definido no pardgrafo intitulado «Leitura das Metas
Curriculares».

A pratica letiva obriga, naturalmente, a frequentes revisdes de objetivos gerais e
descritores correspondentes a anos de escolaridade anteriores. Estes pré-requisitos ndo se
encontram explicitados no texto, devendo o professor identifica-los consoante a necessidade,
a pertinéncia e as caracteristicas proprias de cada grupo de alunos.

Optou-se por formar uma sequéncia de objetivos gerais e de descritores, dentro de cada
subdominio, que corresponde a uma progressao de ensino adequada, podendo no entanto
optar-se por alternativas coerentes que cumpram o0s mesmos objetivos e respetivos
descritores. Existem, em particular, algumas circunstancias em que se torna necessario
cumprir alternadamente descritores que pertencem a subdominios ou mesmo a dominios
distintos; com efeito, a arrumacdo dos tépicos por dominios tematicos, e simultaneamente
respeitando dentro de cada dominio uma determinada progressdo a isso pode levar, dada a
propria natureza e interligagcdao dos conteudos e capacidades matematicas.

Sdo também disponibilizados aos professores Cadernos de Apoio as presentes metas
curriculares (um por ano de escolaridade) contendo, em alguns casos, suportes tedricos aos
objetivos e descritores, bem como exemplos de concretizacdo de alguns deles. Nesses
documentos, os niveis de desempenho esperados foram objeto de especificagao.
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Leitura das Metas Curriculares

«ldentificar»/«Designar»/«Referirn/«Representar»: O aluno deve utilizar corretamente a
designacao referida, sabendo definir o conceito apresentado como se indica ou de forma
equivalente.

«Reconhecer»: O aluno deve apresentar uma argumentacdo coerente, ainda que
eventualmente mais informal do que a explicacdo fornecida pelo professor. Deve, no entanto,
saber justificar isoladamente os diversos passos utilizados nessa explicagao.

«Saber»: O aluno deve conhecer o resultado, mas sem que lhe seja exigida qualquer
justificacdo ou verificagdo concreta.

«Provar»/«Demonstrar»: O aluno deve apresentar uma demonstracdo matemadtica tdo
rigorosa quanto possivel.

«Justificar»: O aluno deve justificar de forma simples o enunciado, evocando uma propriedade
ja conhecida.

«Interpretar»: O aluno deve definir rigorosamente o termo previamente utilizado de maneira
menos formal, fazendo uso dos objetos matematicos referidos, dando assim a esse termo um
sentido preciso.

Certos descritores encontram-se assinalados com o simbolo «+».

e Relativamente aos que correspondem a propriedades que os alunos devem
reconhecer, a procedimentos que devem efetuar ou a problemas que devem resolver,
especificaram-se nos Cadernos de Apoio diferentes niveis de desempenho.

e Quanto aos relativos a propriedades que os alunos devem provar, entende-se que,
embora todos devam conhecer o resultado em causa e saber aplica-lo, a elaboragdo da
respetiva demonstracdo é facultativa, por corresponder a um nivel de desempenho superior.

Por outro lado, certos grupos de descritores de um mesmo objetivo geral, relativos a

conjuntos de demonstragdes muito semelhantes entre si, encontram-se assinalados com o
simbolo «#», ficando ao critério do professor quais devem ser tratadas como exemplo.
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Logica e Teoria dos Conjuntos LTC10

Introdugdo a Légica bivalente e a Teoria dos conjuntos

1. Operar com proposicoes

1.

10.

11.

12.

Designar por «proposi¢cao» toda a expressao p suscetivel de ser «verdadeira» ou «falsa»,
designar estes atributos por «valores légicos» e por «Principio do terceiro excluido» o
facto de apenas se considerarem como proposi¢cdes as expressoes a que se atribua um
daqueles dois valores légicos.

. Saber que uma proposicao ndo pode ser simultaneamente verdadeira e falsa e designar

esta propriedade por «Principio de ndo contradicao».

. Saber, dadas proposi¢cdes p e g, que «p é equivalente a g» é uma proposicdo, designada

por «equivaléncia entre p e g», que é verdadeira se e somente se p e q tiverem o
mesmo valor |dgico e representa-la também por «p & g».

Identificar proposicdes p e g como «equivalentes» quando a proposi¢do p & q for
verdadeira, e utilizar também a notagdo «p < ¢g», quando ndo for ambigua, para
indicar que a proposicdo p < q é de facto verdadeira, ou seja, que as proposicées p e q
tém o mesmo valor légico.

Saber, dada uma proposigdo p, que «ndo p» é uma proposicdo, designada por «negagdo
de p», que é verdadeira se p for falsa e é falsa se p for verdadeira e representa-la
também por «~p».

. Justificar que ~(~p) © p, designando esta propriedade por «lei da dupla negacdo», e

que, dada uma proposicdo q, p < q se e somente se ~p & ~q.

Saber, dadas proposi¢cdes p e g, que «p e g» é uma proposigdo, designada por
«conjungdo de p e g», que é verdadeira se e somente se p e g forem simultaneamente
verdadeiras, e representa-la também por «p A g».

Saber, dadas proposicdes p e q, que «p ou g» é uma proposicdo, designada por
«disjun¢do de p e g», que é falsa se e somente se p e q forem simultaneamente falsas, e
representd-la também por «p V g».

Saber, dadas proposi¢des p e q, que «p implica g» é uma proposi¢do, designada por
«implicagdo entre p e g», que é falsa se e somente se p for verdadeira e g for falsa,
representa-la também por «p = g», designar p por «antecedente» e g por
«consequente» da implicagdo e utilizar também a notacdo «p = g», quando ndo for
ambigua, para indicar que a proposicao p = q é de facto verdadeira, ou seja, que se p
for verdadeira g também o é.

Saber que, por convencdo, em qualquer sequéncia de operag¢des ldgicas, a menos de
utilizacdo de parénteses, se respeitam as seguintes prioridades: negag¢do; conjungdo e
disjuncdo; implicacdo e equivaléncia.

#lustificar, dadas proposicbes p e q, que a proposicdo ~(p = q) é equivalente a
proposi¢do p A ~q e provar que a proposicao p = q é equivalente a proposicao ~p V q.
#Justificar que a proposicdo p<q é equivalente a  proposicdo
@AV (~pA~q).
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

#Provar, dadas proposicdes p e q, que a proposicdo p < q é verdadeira se e somente
se p=>q e q>=>p forem ambas proposicbes verdadeiras (ou seja,
peqg e ((p > AN(@=> p))), e designar esta propriedade por «principio da
dupla implicagdo».

#Provar, dadas proposicdes p,qer, quep =>peque (p=>q)A(@=>1)=>(pP=>71)
designando estas propriedades respetivamente por «reflexividade» e «transitividade»
da implicagao.

#Provar, dadas proposicbes p,q e 1, que p < p , que (p & q) = (@ & p)e que
((p SgnA(ge r)) = (p & r) designando estas propriedades respetivamente por
«reflexividade», «simetria» e «transitividade» da equivaléncia.

#Provar, dada uma proposicdo p e representando por V (respetivamente F) uma
qualquer proposi¢cdo verdadeira (respetivamente falsa), que p AV & p, pVV &V,
pVF&©p e pAF & F, por este motivo designar V por “elemento neutro da
conjuncdao” e “elemento absorvente da disjuncdo”, F por “elemento neutro da
disjun¢do” e “elemento absorvente da conjungdo” e justificar que p = V e que F = p.
#Provar, dadas proposicbes p e q, que ~(pAq) e (~p)V(~q) e que
~(Vq) e (~p) A(~q) e designar estas equivaléncias por «Primeiras Leis de De
Morgan».

#Provar, dadas proposicbes p,q e r, que sdo verdadeiras as proposigcdes
PADAT©pA(@AT),PAqGE qAp, (PAQ VT & (pVT)A(QVT)epAp ©p,
bem como as que se obtém permutando em todas as ocorréncias os simbolos «A» e
«V», e designa-las respetivamente por «associatividade», «comutatividade»,
«distributividade» e «idempoténcia».

#Provar, dadas duas proposicdes p e g, que a proposicao p = q é equivalente a
proposi¢ao ~q = ~p e designar esta ultima implicagdo por «implicagdo contra-reciproca
da implicagdo p = g».

+Simplificar expressdes envolvendo operagdes com proposi¢des, substituindo-as por
proposi¢cdes equivalentes envolvendo menos simbolos, e determinar o respetivo valor
I6gico sempre que possivel.

2. Relacionar condi¢bes e conjuntos

1. Designar por «expressdo proposicional» ou por «condigdo» uma expressdo p(x)

envolvendo uma varidvel x tal que, substituindo x por um objeto a, se obtém uma
proposigdo p(a).

. Saber, dada uma condigdo p(x), que «qualquer que seja x, p(x)» é uma proposi¢do que

é verdadeira quando e apenas quando se obtém uma proposicdo verdadeira sempre
que se substitui x em p(x) por um objeto arbitrario a, representa-la por «Vx,p(x)», e
designar o simbolo «V» por «quantificador universal».

Identificar uma condigdo p(x) como «universal» se Vx,p(x) for uma proposigdo
verdadeira e como «impossivel» se ~p(x) for uma condigdo universal, e utilizar também
a notagdo «Vx,p(x)» (respetivamente «Vx,~p(x)»), quando ndo for ambigua, para
indicar que a proposi¢do Vx,p(x) (respetivamente Vx, ~p(x)) é, de facto, verdadeira,
ou seja, que a condigdo p(x) é universal (respetivamente impossivel).

. Saber, dada uma condicdo p(x), que «existe x tal que p(x)» é uma proposi¢do que é

verdadeira se e somente se, para pelo menos um objeto a, p(a) for verdadeira,
representa-la por «3x: p(x)» e designar o simbolo «3I» por «quantificador existencial».
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Identificar uma condi¢do p(x) como «possivel» se Jx:p(x) for uma proposigdo
verdadeira e utilizar também a notagdo «3x: p(x)», quando ndo for ambigua, para
indicar que a proposi¢do Jx: p(x) é, de facto, verdadeira, ou seja, que a condigdo p(x) é
possivel.

Saber, dada uma condigdo p(x), que a negagdo da proposi¢do Vx, p(x) é equivalente a
proposicdo Ix: ~p(x) , que a negagdo da proposicdo Jx:p(x) é equivalente a
proposi¢do Vx, ~p(x), designar estas propriedades por «Segundas Leis de De Morgan»,
provar que uma delas pode ser deduzida da outra e relacionar ambas, informalmente,
com as Primeiras Lei de De Morgan.

Representar, dada uma condi¢do p(x) e um conjunto U, a proposi¢do Vx, x € U = p(x)
por «Vx € U, p(x)», justificar que é verdadeira quando e apenas quando se obtém uma
proposicdo verdadeira sempre que se substitui x em p(x) por um objeto arbitrario a
pertencente a U e nesse caso designar p(x) por «condi¢do universal em U» e uma
condig3o tal que Vx € U, ~p(x) por «condigdo impossivel em U».

Representar, dada uma condigdo p(x) e um conjunto U, a proposigdo Ix:x € U A p(x)
por «3x € U:p(x)» e justificar que é verdadeira se e somente se, para pelo menos um
objeto a pertencente a U, p(a) for verdadeira.

+Reconhecer, dada uma condi¢do p(x) e um conjunto U, que a negacdo da proposicdo
Vx € U,p(x) é equivalente a proposi¢do 3 x € U: ~p(x) e a negagdo da proposi¢do
3 x € U: p(x) é equivalente a proposi¢do Vx € U, ~p(x).

Representar, dada uma condigdo p(x), por «{x: p(x)}» um conjunto A tal que
Vx,x € A © p(x), designando a igualdade A ={x: p(x)} por «definicio em
compreensdo do conjunto A pela condigdo p(x)».

Saber, dados conjuntos A e B, que A = B se e somenteseVx,x E A & x € B.
Justificar, dados conjuntos A = {x : p(x)} e B={x: q(x)}, que A = B se e somente
seVx, p(x) & q(x).

Designar, dado um objeto a e um conjunto A, a por «elemento de A» quando a € 4,
dados objetos ag,...,a; (k € N), representar por «{as,...,a;}» o conjunto A cujos
elementos sdo exatamente aq,..,a; e designar a igualdade A = {aq,..,ax} por
«definicdo em extensdo do conjunto A de elementos aq, ..., a;».

Identificar, dada uma condicdo p(x) e um conjunto U, o conjunto {x : p(x) A x € U}
como «conjunto definido por p(x) em U» (ou «conjunto-solugdo de p(x) em U») e
representa-lo também por «{x € U : p(x)}».

Identificar, dados conjuntos A e B, o «conjunto unido (ou reunido) de A e B» e o
«conjunto interse¢do de A e B» respetivamente como AUB={x:x €A Vx € B} e
ANB={x:x€A ANx € B}.

Justificar, dadas condigdes p(x) e q(x) e um conjunto U, que o conjunto definido pela
condicgdop(x) Vg(x)emU éiguala{x e U: p(x)}U{x e U: q(x)}.

Justificar, dadas condigdes p(x) e q(x) e um conjunto U, que o conjunto definido pela
condicgdop(x) Aq(x)emU éiguala{x € U: p()}In{x e U: q(x)}.

Identificar, dados conjuntos A e B, A como estando «contido em B» («A € B») quando
Vx, x EA = x € B e, nesse caso, designar A por «subconjunto de B» ou por «uma
parte de B».

Reconhecer, dados conjuntos A e B, que A C B se e somente se ANB=Aesee
somente se A U B = B e que o conjunto vazio esta contido em qualquer conjunto.
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20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Justificar, dado um conjunto U, que, para qualquer subconjunto Ade U, ANU = A4,
AUU=U,AupP=AeAN® =0, designando, por este motivo, para subconjuntos de
U, o conjunto U por «elemento neutro da intersecdao» e «elemento absorvente da
unido», e o conjunto vazio por «elemento neutro da unido» e «elemento absorvente da
intersecao».

Justificar, dadas condigbes p(x) e q(x) e um conjunto U, que
{xeU: px)}c{xeU: qx)}seesomenteseVx € U, p(x) = q(x).

Designar, dados conjuntos A e B, por «diferenca entre A e B» o conjunto{x € A : x ¢ B}
e representd-lo por A\B ou simplesmente por B quando B c A e esta notagdo n3o for
ambigua, designando-o entdo por «complementar de B em A».

Justificar, dada uma condigdo p(x) e um conjunto U, que o conjunto definido pela
condigdo ~p(x) em U éiguala U\{x € U : p(x)}.

Justificar, dadas condi¢des p(x) e q(x), que a proposicdo Vx,p(x) & q(x) é
equivalente a proposicdo Vx, (p(x) = q(x)) A(g(x) = p(x)) e designar uma
demonstracdo da segunda proposicdo por «demonstracdo por dupla implicacdo» da
primeira.

Reconhecer, dados conjuntos A e B, que A=B se e somente se AcBeBCA,e
designar esta propriedade por «principio da dupla inclusdo».

#Provar, dado um conjunto U, que, para quaisquer subconjuntos A e B de U,
ANB =AU BeAUB = AnNB, onde A (respetivamente B) designa o complementar
de A (respetivamente de B) em U e designar estas igualdades por «Leis de De Morgan
para conjuntos».

#Provar, dados conjuntos A, B e C(, que sdo verdadeiras as igualdades
(AnB)NnC=An(BNC), AnB=BNA, (ANnB)UuC=AuUuC)Nn(BUC) e
ANA=A, bem como as que se obtém permutando em todas as ocorréncias os
simbolos «N» e «U» , e designd-las respetivamente por «associatividade»,
«comutatividade», «distributividade» e «idempoténcia» .

#Provar, dados conjuntos A, B e C,que AC A, que AcB)A(BcC)=>(Ac(C)e
designar estas propriedades respetivamente por «reflexividade» e «transitividade» da
inclusao.

+Reconhecer, dadas condicdes p(x)e q(x), que a negagdo da proposicdo
«Vx, p(x) = q(x)» é equivalente a proposi¢do «Ix:p(x) A ~q(x)», isto é, que essa
proposicdo é falsa se e somente se existir a tal que p(a) é verdadeira e q(a) é falsa,
designando a por «contra-exemplo» para a proposi¢ao inicial.

Justificar, dadas condigbes p(x)e q(x), que a proposigio Vx,p(x) = q(x) é
equivalente a proposigdo Vx,~q(x) = ~p(x), designar a segunda proposicdo por
«contra-reciproco» da primeira e uma demonstracdo da segunda proposicdo por
«demonstragao por contra-reciproco» da primeira.

Justificar, dados subconjuntos A e B de um conjunto U, que A C B se e somente se
B c A.

3. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo operagdes légicas sobre proposicoes.

2. +Resolver problemas envolvendo operagdes sobre condi¢des e sobre conjuntos.
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Algebra ALG10

Radicais

1. Definir e efetuar operagées com radicais

1.

10.

11.

+Reconhecer, dados dois nimeros reais a e b e um nimero n € N impar, que se a < b
entdoa™ < b™.

. +Reconhecer, dados dois nimeros reais a e b e um nimero n € N par, que se

0<a<bentio0<a™<bMesea<b<0 entdoa™ > b" > 0.

. Saber, dado um nimero real a e um nimero n € N impar, que existe um nimero real b

tal que b™ = a, provar que ¢é Unico, designa-lo por «raiz indice n de a» e representa-lo
por «Va».

. +Saber, dado um nuimero real positivo a e um nimero n € N par, que existe um nimero

real positivo b tal que b™ = a, provar que (—b)™ = a e que n3o existe, para além de b
e de - b, qualquer outra solucio da equagdo x™ = a, designar b por «raiz indice n de a»

e representa-lo por «*/a».

. Justificar, dado um numero natural n, que 0 é o Unico numero real cuja poténcia de

expoente n é igual a 0, e, por esta razo, representa-lo também por «3/0» («raiz indice
n de 0»).

. #Provar, dados numeros reais ndo negativos a e b e um numero n € N par, que

m
Va x ¥/b = /a x b e reconhecer que, param € N, (Va) = Va™.
#Provar, dados nimeros reais a e b e um niimero n € N impar, que Va x Yb=%Yaxbhb

m
e reconhecer que, param € N, (Va) = Va™.
#Provar, dados numeros reais a e b (respetivamente numeros reais a e b ndo
negativos), b # 0, e um nimero n € N impar (respetivamente um numero n € N par),

que n—g =" % e justificar que param € N, ('{/E)_m =1%pm.

#Provar, dados nimeros naturais n e m (respetivamente nimeros naturais impares n e
m) e um numero real ndo negativo a (respetivamente um numero real a), que

n
lm(a — nm /a'
. , ~ o~ a . , .
Designar também por «fragdo» a representagao «» do quociente entre niUmeros reais

a e b (com b+0), a e b, neste contexto, respetivamente por «numerador» e
«denominador» e identificar duas fragdes como «equivalentes» quando representam o
mesmo numero.

+Determinar, dada uma fracdo com denominador irracional da forma aVb ou

a%+ c\Vd (a e ¢ numeros inteiros e b,d,n, k e j nimeros naturais,k > 1 e j > 1),
uma fragcdo equivalente com denominador inteiro e numerador dado pelo produto do
numerador original por uma soma em que cada parcela ou é inteira ou é dada pelo
produto de um numero inteiro por um produto de raizes de numeros inteiros, e
designar esse processo por «racionalizacdao de denominadores».
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Poténcias de expoente racional
2. Definir e efetuar operacbes com poténcias de expoente racional

1. +Reconhecer, dado um ndimero real ndo negativo a e um ndmero racional ndo negativo

!
m m ’ . .
qlg#0sea=0),q= e (sendo m,n,m’ e n’ ndmeros inteiros, m,m’' >0 e

!
n !
n,n' > 2), que Va™ = a™.
2. +ldentificar, dado um numero real ndo negativo a e um numero racional ndo negativo

m ’ . . ~ .
q=- (m e n ndmeros inteiros, m = 0 en = 2), q # 0 se a = 0, a «poténcia de base a

e de expoente g», a?, como Ya™, reconhecendo que este nimero n3o depende da

fragdo escolhida para representar g, e que esta definicdo é a Unica possivel por forma a

bc

. b€ . . e
estender a proprledade (a ) = a”" a expoentes racionais positivos.

3. ldentificar, dado um numero real positivo a e um nudmero racional positivo q, a

«poténcia de base a e de expoente —g», a4, como a—lq , reconhecendo que esta
definicdo é a Unica possivel por forma a estender a propriedade a? x a® = a?*¢ a
expoentes racionais.

4. +Reconhecer que as propriedades algébricas previamente estudadas das poténcias de
expoente inteiro (relativas ao produto e quociente de poténcias com a mesma base,
produto e quociente de poténcias com o mesmo expoente e poténcia de poténcia)
podem ser estendidas as poténcias de expoente racional.

5. +Simplificar expressdes envolvendo radicais e poténcias.

3. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo operagGes com radicais e com poténcias.

Divisdo inteira de polindmios

4. Efetuar operagbes com polindmios

1. Designar um polindmio P com apenas uma varidvel x por «P(x)».

2. +Reconhecer, dados polinédmios ndo nulos A(x) e B(x), que o grau do polindmio
A(x)B(x) é igual a soma dos graus de A(x) e de B(x).

3. Saber, dados polinémios A(x) e B(x) , B(x) ndo nulo, que existem dois Unicos
polindmios Q(x) e R(x) tais que R(x) ou é o polindmio nulo ou tem grau inferior ao
grau de B(x) e A(x) = B(x) X Q(x) + R(x), e designar, neste contexto, A(x) por
«polinémio dividendo», B(x) por «polinémio divisor», Q(x) por «polinémio quociente»
e R(x) por «polindmio resto» da «divisdo inteira» (ou «divisdo euclidiana») de A(x) por
B(x).

4. Determinar, dados polinédmios A(x) e B(x) , B(x) ndo nulo, as formas reduzidas dos
polindmios quociente e resto da divisdo inteira de A(x) por B(x).

5. +Reconhecer, dado um polinémio P(x) e um numero a € R, que aplicando a regra dita
«de Ruffini» se obtém o quociente e o resto da divisdo inteira de P(x) por x — a.

6. Provar, dado um polinémio P(x) e um nimero a € R, que o resto da divisdo inteira de
P(x) por x — a é igual a P(a) e designar esta propriedade por «Teorema do Resto».
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7. Designar, dado um polinémio P(x), por «raiz do polinémio» (ou «zero do polinémio»)
qualquer niimero real a tal que P(a) = 0.

8. Identificar um polindmio P(x) como «divisivel» por um polinémio Q(x) ndo nulo
quando o resto da divisdo euclidiana de P(x) por Q@ (x) é nulo.

9. Provar, dado um polinémio P(x) de grau n € N e um numero real a, que a é uma raiz
de P(x), se e somente se P(x) for divisivel por x — a e que, nesse caso, existe um
polindmio Q(x) de graun — 1 tal que P(x) = (x — a)Q (x).

10. Identificar, dado um polinémio P(x) e uma raiz a de P(x), a «multiplicidade de a»
como o maior numero natural n tal que existe um polindmio Q(x) com
P(x) = (x —a)"Q(x), justificar que nesta situagdo Q(a) # 0 e designar a por «raiz
simples» quando a respetiva multiplicidade é igual a 1.

11. +Reconhecer, dado um polindmio P(x) de graun € N cujas raizes (distintas) xq, x5,...,Xg
tém respetivamente multiplicidade nq, n,,...,n; , que n; + n, + -+ + n;, < n e que existe
um polinémio Q(x) sem raizes tal que P(x) = (x — x)™ (x — x3)"2 ... (x — x,)™"*Q (%),
tendo-se n; + n, + -+ + n, = n se e somente se Q(x) tiver grau zero.

12. Reconhecer, dado um polindmio P(x) de coeficientes inteiros, que qualquer raiz inteira
de P(x) é divisor inteiro do termo de grau zero de P(x).

5. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a divisdo inteira de polindmios e o Teorema do resto.

2. +Resolver problemas envolvendo a fatorizacdo de polindmios de que se conhecem
algumas raizes.

3. +Resolver problemas envolvendo a determinacdo dos zeros e do sinal de fungbes
polinomiais de grau superior a dois.
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Geometria Analitica GA10

Geometria Analitica no plano

1. Definir analiticamente conjuntos elementares de pontos do plano

1.

GA10

Designar por «referencial ortonormado» um referencial ortogonal e monométrico de
um dado plano, tal que a unidade de comprimento comum aos eixos coordenados
coincide com uma unidade de comprimento pré-fixada e, dados numeros reais a; e a,,
designar por «A(ay, a,)», o ponto A de abcissa a, e ordenada a, nesse referencial.

. +Reconhecer, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um

referencial ortonormado e pontos A(a,,a;) e B(by, b,) pertencentes a esse plano, que

a medida da distancia entre A e B é igual a \/(bl —ay)? + (b, — a,)?, e representa-la
por « d(A, B)».
Demonstrar, dada uma reta numérica e dois pontos A e B de abcissas a e b

respetivamente, que a abcissa do ponto médio do segmento de reta de extremos A e B
a+b

8 igual a —.
éiguala—
+ Reconhecer, utilizando argumentos geométricos baseados no Teorema de Tales ou em
consequéncias conhecidas deste Teorema, que, dado um plano munido de um
referencial ortonormado e dois pontos A(aq, a,) e B(bq, b,) pertencentes a esse plano,
a1+b1 a2+b2)

2 o2 )

Designar, dado um plano munido de um referencial ortonormado e uma funcdo

as coordenadas do ponto médio do segmento de reta [AB] s3o (

numérica F de dominio constituido por pares ordenados de nimeros reais, a equacao
F(x,y) = 0 por «equagdo cartesiana» do conjunto C = {P(x,y): F(x,y) = 0}.

Determinar, dado um plano munido de um referencial ortonormado e dois pontos
A(aq,a;) e B(by, b,) desse plano, uma equagdo cartesiana da mediatriz do segmento de

. 1
reta [AB] naforma y = mx + b ou na forma x = c, verificando que m = — onde m’

é o declive da reta AB, quando esta ndo é horizontal nem vertical, e m = 0 quando AB é
vertical.

. Justificar, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um

referencial ortonormado, um ponto A(a,,a,) pertencente a esse plano e um nimero
r>0, que a equacdo (x —a;)?>+ (y —ay)? =r? é uma equagdo cartesiana da
circunferéncia de centro A e de raio 7, e designa-la por «equagdo (cartesiana) reduzida
da circunferéncia».

Designar, fixada uma unidade de comprimento e um plano, dados dois pontos A e B
pertencentes a esse plano e um numero a > %E, por «elipse» o conjunto de pontos
P do plano tais que d(P,A) + d(P, B) = 2a, por «focos da elipse» os pontos A e B, por
«centro da elipse» o ponto médio do segmento de reta [AB], e por «eixo maior da
elipse» o numero 2a (e a por «semieixo maior da elipse»), interpretando-o
geometricamente.

+Demonstrar, dada uma elipse de focos A e B e de eixo maior 2a, que a mediatriz de
[AB] interseta a elipse em dois pontos C e D equidistantes do centro da elipse e que
tomando b = % CD se tem b =+vVa? —c2, onde ¢ = %ﬁ , designando 2b por «eixo

menor da elipse» (e b por «semieixo menor da elipse»).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

+Reconhecer, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um

. - x2 2
referencial ortonormadoe 0 < b < a que a equagdo — Z_Z

5 = 1 é a equacdo cartesiana

da elipse de semieixo maior a e semieixo menor b que tem focos A(—c, 0) e B(c,0),
onde c = Va2 — bZ, e designa-la por «equacao (cartesiana) reduzida da elipse».
Designar, dado um plano munido de um referencial ortonormado e uma funcdo
numérica F de dominio constituido por pares ordenados de niUmeros reais, a inequagao
F(x,y) = 0 por «inequagdo cartesiana» do conjunto C = {P(x,y): F(x,y) = 0}.
Identificar, dada uma reta r e um ponto P fora de r, o «semiplano aberto de fronteira r
determinado pelo ponto P» como o conjunto constituido por P e pelos pontos X do
plano T que contém a reta r e o ponto P tais que o segmento de reta [PX] n3o interseta
r e o «semiplano fechado de fronteira r determinado pelo ponto P» como a unido com
r do acima referido semiplano aberto.

Saber, dada uma reta r de um plano @, que existem exatamente dois semiplanos
abertos de fronteira r no plano m, que esse semiplanos sdo disjuntos e que a respetiva
unido coincide com m\r.

+Reconhecer, dado um plano munido de um referencial ortonormado e uma reta r do
plano de equag¢do reduzida y = ax + b (a,b € R), que os dois semiplanos abertos
(respetivamente fechados) determinados por r tém por inequacdes cartesianas
y>ax+b e y<ax+b (respetivamente y=>ax+b e y <ax+ b) e designa-los
respetivamente por «semiplano superior» e «semiplano inferior» em relagdo a reta r.
Reconhecer, dado um plano munido de um referencial ortonormado e uma reta r do
plano de equagdo cartesiana x =c (c € R), que os dois semiplanos abertos
(respetivamente fechados) determinados por r tém por inequagdes cartesianas x > c e
x < ¢ (respetivamente x = ¢ e x < c) e designa-los respetivamente por «semiplano a
direita» e «semiplano a esquerda» da retar.

Justificar, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um
referencial ortonormado, que a inequa¢io (x —a)? + (y —b)? <r? (a,b € R, r > 0)
€ uma inequacdo do circulo de centro C(a, b) e deraior.

Saber que a parte interna de uma elipse é constituida pelos pontos do plano que, ndo
pertencendo a elipse, estdo nos segmentos de reta que unem a elipse ao respetivo
centro.

+Reconhecer, fixada uma unidade de comprimento, dado um plano munido de um

2 2
referencial ortonormado, que a inequagdo % + % <1 (a>b > 0)éuma inequagdo

da parte interna da elipse de centro na origem, focos no eixo Ox, de semieixo maior a e
semieixo menor b .

2. Resolver problemas

1.

GA10

+Resolver problemas envolvendo a nogdao de distancia entre pontos do plano, e
equacdes e inequagoes cartesianas de subconjuntos do plano.

Pagina 11



Relagdes de equivaléncia, particoes e vetores

3. Interpretar os vetores como classes de equivaléncia

1.

10.

11.

12.

13.

GA10

Identificar, dados conjuntos A e B, o «produto cartesiano de A por B» como o conjunto
{(a,b) :a € ANDb € B} dos pares ordenados (a,b) tais que a e b pertencem,
respetivamente a A e a B e representa-lo por «A X B».

Identificar, dados conjuntos A e B, uma «rela¢do bindria entre A e B» como uma parte
R do produto cartesiano A X B, utilizar a expressdo «xRy» («x estd na relagdo R com
y») para indicar que (x,y) € R e, se A = B, designar R por «relagdo binaria em A».
Identificar, dado um conjunto A, uma relagdo bindria R em A como «reflexiva» quando
Vx € A,xRx, como «simétrica» quando V(x,y) €A X A,xRy=yRx e como
«transitiva» quando para quaisquer x,y,z€ A for verdadeira a implicagdo
(xRy AyRz) = xRz.

Identificar, fixado um conjunto A, uma «relacdo de equivaléncia» em A como uma
relagdo binaria R, em A, reflexiva, simétrica e transitiva, e elementos x e y de A como
«R-equivalentes» (ou simplesmente como «equivalentes» se esta designacdo ndo for
ambigua) quando xRy.

Identificar, dado um conjunto A, uma «particdio» em A como um conjunto de partes de
A ndo vazias, duas a duas disjuntas e cuja unido é igual a A.

Identificar, dados um conjunto A4, uma relacdo de equivaléncia R em A e a € A, a
«classe de equivaléncia de a para a relagdo R» como o conjunto R, = {x:xRa} dos
elementos de A que estdo na relacido R com a, designando cada um deles por
«representante» de R,;.

. +Provar, dado um conjunto A e uma relacdo de equivaléncia R em A, que o conjunto

A/R = {R,:a € A} das classes de equivaléncia dos elementos de A para a relagdo R é
uma particdo de A e designa-lo por «conjunto quociente de A pela relagao R».

+Provar, dado um conjunto A e uma particao P de A, que existe uma e apenas uma
relacdo de equivaléncia R em A tal que P = A/R, e que elementos x e y de A sdo
R-equivalentes se e somente se pertencerem a um mesmo conjunto de P.

Interpretar como relagBes bindrias as relagdes de semelhanca e de congruéncia de
figuras geométricas no espaco e reconhecer que se trata de rela¢des de equivaléncia,
designando as classes de equivaléncia para a relacdo de semelhanga por «formas
geométricas» ou simplesmente «formas».

Interpretar como relagdo binaria a relacdo de igualdade geométrica de segmentos num
plano ou no espaco e reconhecer que se trata de uma relagdo de equivaléncia,
designando as classes de equivaléncia por «comprimentos».

Interpretar como relagdo bindria a relagdo de paralelismo de retas num plano ou no
espaco (considerando que uma reta é paralela a si propria) e reconhecer que se trata de
uma relacdo de equivaléncia, designando as classes de equivaléncia por «direcdes».
Interpretar como relacdo binaria a relacdo de igualdade de amplitude de dngulos num
plano ou no espaco e reconhecer que se trata de uma relagdo de equivaléncia
designando as classes de equivaléncia por «kamplitudes».

Interpretar, dados pontos pontos A e B, o segmento orientado [4,B] como o par
ordenado (4, B).
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14.

15.

Interpretar como relagdo binaria a relacdo de equipoléncia de segmentos orientados
num plano e reconhecer que se trata de uma relagdo de equivaléncia, designando as
classes de equivaléncia por «vetores» desse plano.

Justificar, fixado um plano e um vetor ¥ desse plano, que o grafico GTT] da translagao T3
coincide, enquanto conjunto de pares ordenados, com o préprio vetor ¥ enquanto
classe de equivaléncia de segmentos orientados.

4. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo relagdes de equivaléncia e particdes de conjuntos.

Cdlculo vetorial no plano

5. Operar com vetores

1.

. Justificar, dados vetores u

Identificar, fixada uma unidade de comprimento e dado um vetor ¥, a «<norma do vetor
¥» como a medida do comprimento de um segmento orientado representante de ¥ e
representa-la por «||¥|| ».

Identificar, dado um vetor ¥ e um nimero real (também designado por «escalar») 4, o
«produto de ¥ por A» («A¥») como o vetor de norma |A|||¥] (fixada uma mesma
unidade de comprimento para o calculo das normas), com a direc3o e sentido de ¥ se

5#£0eA>0ecoma direc3o de ¥ e sentido contrdrio ao de vV se se U # 0eA<0,
justificar que AV n3o depende da unidade de comprimento fixada e que (—1)¥ = —7,
vetor simétrico de v.

U e U colineares (U # 0), que existe um numero real 1 (e
apenas um) tal que U = Av.

Justificar, dados vetores i e ¥, que existe um e somente um vetor w tal que w + ¥ = 1,
provando que w = U + (—7v), designar W por «diferenca entre U e U» e representd-lo
por «U — U».

+Reconhecer, dado um vetor ¥ e nimeros reais A e u, que (A + u)v = AV + uv.
+Reconhecer, dados vetores i e ¥ e nimeros reais A e y que A(U+ V)= Au+Av e

AQuid) = (Ap)u.

6. Operar com coordenadas de vetores

1.

GA10

+Reconhecer, fixada uma unidade de comprimento, um plano munido de um referencial
ortonormado de origem O e um vetor ¥ do plano que, sendo X(1,0), Y(0,1),€é;, = 0X e
é, = 0Y, existe um e somente um par ordenado (v,v,) de nimeros reais tais que
- - - . =g - 2ot

v =v,€; + v,€,, designar o par ordenado (€,€,) por «base candnica do espago
vetorial dos vetores do plano», (v4,v,) por «coordenadas do vetor ¥», a expressdo

-> - . ~ . 7 . . .

«v1€1 + vy€,» por «combinacdo linear do vetores da base candnica, de coeficientes
V4, Vy» € representar por «U(vy, U,)» o vetor ¥ de coordenadas (vq, v,).

Identificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado de origem O e dado
um ponto A, o «vetor-posicdo do ponto A» como o vetor OA e justificar que as
coordenadas do vetor posicdo de um dado ponto coincidem com as coordenadas do
ponto.

Pagina 13



Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dados vetores
U(uq,uy) e ¥(vy, ) € um ndmero real A, que o vetor U + ¥ (respetivamente U — ¥)
tem coordenadas (uy + v4,u, + v,) (respetivamente (u; — v4,u, — v,) ), que o vetor
A tem coordenadas (Auy,Au,), que o vetor simétrico do vetor u(u;,u,) tem
coordenadas (—u4, —u,) e que dois vetores ndo nulos sdo colineares se e somente se as
respetivas coordendadas forem todas ndo nulas e os quocientes das coordenadas
correspondentes forem iguais, ou as primeiras ou segundas coordenadas de ambos os
vetores forem nulas.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dados pontos
A(aq,a,) e B(bq, b,) que o vetor AB tem coordenadas (b; — aq,b, — a,), comegando
por justificar que AB = 0B — 04 , identificar, a «diferenca entre os pontos B e A»
como o vetor E, representa-la por «B — A» e justificar que, para todo o vetor ¥ e para
quaisquer pontos Ae Bdoplano,B—A=v S B =A+ 7.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dado um ponto
A(a;,a,) e um vetor ¥(vy,v,) desse plano, que o ponto A+ ¥ tem coordenadas
(aq +vq,a, +v7).

Justificar, fixada uma unidade de comprimento e um plano munido de um referencial

ortonormado que para qualquer vetor ¥(vq,v,), ||P]| =/ v1? + v,2.

7. Conhecer propriedades dos vetores diretores de retas do plano

1.

Identificar, dado um vetor ¥ n3o nulo e uma reta r, ¥ como «tendo a dire¢do de r»
quando r tiver a direc3o das retas suporte dos segmentos orientados que representam v.
Designar por «vetor diretor» de uma dada reta r qualquer vetor ndo nulo com a mesma
direcdao do que .

Provar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e uma reta r nao vertical
de declive m, que o vetor v(a, b) é vetor diretor de r se e somentesea # 0 em = g, e

que, em particular, o vetor de coordenadas (1, m) é vetor diretor da reta r.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado, que os vetores
diretores das retas verticais sdo os vetores ¥(0,b), b # 0.

Provar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado, que dada uma reta r
de vetor diretor ¥, os pontos de r sdo os pontos P =A+tv, t ER, onde A é um
qualquer ponto de r, e designar esta equagao por «equag¢ao vetorial da reta r».
Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e dados
a,,a,,v1,v, € R, que um ponto P(x,y) pertence a reta r de vetor diretor ¥(vy,v,)
passando pelo ponto A(aq,a,) se e somente se existir t € R tal que x = a; +tv; A
y = a, + tv,, e designar este sistema por «sistema das equacbes paramétricas da reta r».

8. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo a determinagdo das coordenadas de vetores do plano.

2. +Resolver problemas envolvendo a colinearidade de vetores do plano.

3. +Resolver problemas envolvendo equacles vetoriais, paramétricas e cartesianas de

GA10

retas do plano.
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Geometria Analitica no espaco

9. Definir referenciais cartesianos do espago

1. Identificar um «referencial (cartesiano) ortonormado do espago» (ou simplesmente
«referencial cartesiano») como um terno ordenado de retas numéricas que se
intersetam nas respetivas origens, duas a duas perpendiculares e com unidades de
comprimento coincidentes com uma mesma unidade de comprimento pré-fixada,
designar a origem comum das trés retas por «origem do referencial», a primeira reta
por «eixo das abcissas», a segunda por «eixo das ordenadas», a terceira por «eixo das
cotas», genericamente cada uma delas por «eixo coordenado» e, se for representada
por «O» a origem do referencial, representar estes trés eixos respetivamente por
«0x», «0Oy» e «0z» e o referencial por «Oxyz».

2. Designar, dado um ponto P e uma reta r, por «projecao ortogonal de P sobre r» como
o proprio ponto P quando P pertencer a r e como o pé da perpendicular tracada de P
para r no caso contrario, reconhecendo que é a interse¢do com r do plano normal ar
passando por P.

3. Designar, dado um referencial ortonormado e um ponto P de projecdes ortogonais
P, no eixo das abcissas, Py,

«abcissa de P», «ordenada de P» e «cota de P» respetivamente a abcissa de P, de

no eixo das ordenadas e P,, no eixo das cotas, por

P, e de P, nas respetivas retas numéricas, e o terno ordenado destes trés valores por
«coordenadas de P».

4. Designar por «planos coordenados» os trés planos determinados por dois dos eixos
coordenados, representa-los por «xOy», «x0z» e «yOz» consoante 0s eixos
coordenados que contém, e reconhecer que sao perpendiculares dois a dois.

5. +Reconhecer, dado um referencial ortonormado e um terno ordenado de numeros
reais (x,y,z), que existe um e apenas um ponto P com essas coordenadas e
representa-

o por «P(x,y,Z)».

6. +Reconhecer, dado um referencial ortonormado e um ponto P(a,b,c) de projegdo
ortogonal P’ no plano x0y, que, nesse plano, munido do referencial constituido pelos
eixos Ox e Oy, P' tem coordenadas (a,b) e enunciar resultados andlogos para os
planos x0z e yOz.

10. Definir analiticamente conjuntos elementares de pontos do espa¢o

1. Justificar, dado um referencial ortonormado do espago e a € R, que x = a é a equagao
do plano paralelo ao plano coordenado y0Oz que interseta o eixo das abcissas no ponto
A(a, 0,0) e determinar as equag¢des dos planos paralelos aos planos coordenados x0z e
x0y.

2. Justificar, dado um referencial cartesiano do espaco e a,b € R que a reta de equacgdo
x =a Ay =béareta paralela ao eixo das cotas que interseta o plano coordenado xOy
no ponto A(a, b,0) e determinar as equagdes das retas paralelas ao eixo das abcissas e
ao eixo das ordenadas.

3. +Provar, fixada uma unidade de comprimento e dados um referencial ortonormado do
espaco e pontos A(aq,a,,as) e B(by, by, b3), que a medida da distancia entre Ae B é

igual a/(b; — a;)? + (b, — ay)? + (b3 — a3)? e representa-la por « d(4, B)».
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4.

Determinar, dado um referencial ortonormado do espaco e as coordenadas de dois
pontos A e B do espaco, uma equacdo do plano mediador do segmento de reta [AB] na
forma ax+by+cz+d=0,a,b,c,d €R.

. Justificar, fixada uma unidade de comprimento e dados um referencial ortonormado do

espaco, um ponto A(a;,ay,az) e um nimero >0, que (x —a;)?>+ (y —ay)? +
(z — a3)? = r? é uma equagdo cartesiana da superficie esférica de centro A e de raio r,
e designa-la por «equacgdo (cartesiana) reduzida da superficie esférica».

. Justificar, fixada uma unidade de comprimento e dados um referencial ortonormado do

espaco, um ponto A(a;,a,,az) e um nimero r >0, que (x —a;)? + (y —ay)? +
(z — a3)? < r? é uma inequacdo cartesiana da esfera de centro A e de raio 7, e designa-
-la por «inequagdo (cartesiana) reduzida da esfera».

Calculo vetorial no espaco

11. Definir vetores do espaco

1.

Designar um par de segmentos orientados do espago por «equipolentes» quando sdo
complanares e equipolentes num plano que os contenha, interpretar esta relagdo como
uma relacdo binaria e reconhecer que é uma relacdo de equivaléncia.

Designar por «vetores do espago» as classes de equivaléncia da relacdo de equipoléncia
definida no conjunto dos segmentos orientados do espaco.

Estender do plano ao espaco a definicdo de norma de um vetor, de adicdo de um ponto
com um vetor, de translagdo de um dado vetor e as operagbes de subtracdo de dois
pontos, de adicdo e subtracdo de vetores, de multiplicacdo de um vetor por um escalar e
as respetivas propriedades geométricas e algébricas.

12. Operar com coordenadas de vetores do espago

1.

+Reconhecer, fixado um referencial ortonormado no espaco de origem O e um vetor ¥ que,
- v - <7 - ~ .
sendo X(1,0,0), Y(0,1,0),Z(0,0,1), e; = 0X, e, = OY e e; = OZ, existe um e somente
um terno ordenado (vq,V,,v3) de ndmeros reais tais que ¥ = v,€; + V,€, + V3€3,
designar o terno ordenado (éj,€,,€;) por «base candnica do espaco vetorial dos
vetores do espaco», (vy,V,,V3) por «coordenadas do vetor U» e representar por
- -
«V(vq,v,, V3)» 0 vetor U de coordenadas (vq, vy, V3).
Estender do plano ao espago a definicao do vetor posi¢ao de um ponto e a identificagdo
das respetivas coordenadas, as fdrmulas para o cédlculo das coordenadas da soma e da
diferenga de vetores, do produto de um vetor por um escalar, do simétrico de um vetor,
da diferenca de dois pontos, da soma de um ponto com um vetor e da norma de um
vetor, e o critério de colinearidade de vetores através das respetivas coordenadas.
Estender do plano ao espago a definicdo e propriedades das equag¢des vetoriais e
sistemas de equacOes paramétricas de retas.

13. Resolver problemas

1.

2.

GA10

+Resolver problemas envolvendo a nog¢do de distancia entre pontos do espaco,
equacodes e inequacgdes cartesianas de subconjuntos do espaco.
+Resolver problemas envolvendo célculo vetorial no espaco.
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FungoOes Reais de Variavel Real FRVR10

Generalidades acerca de fungées

1. Definir a composicdo de fun¢des e a fungdo inversa de uma fungdo bijetiva

10.

11.

12.

Interpretar, dados conjuntos A e B, uma fungdo ou aplicagdo f : A — B, de grafico Gy,
como o terno ordenado (A, B, Gf) e reconhecer que um conjunto ¢ € A X B é o grafico
de uma funcdo de A em B quando e apenas quando para todo o a € A existir um e
somente um elemento b € B tal que (a,b) € G.

Identificar, dados conjuntos A e B, uma fungdo f : A = B e um conjunto C, a «restri¢do
de f aC»como afungdo f|c: CNA— Btalque,Vx € CNA, flc(x) = f(x).
Identificar, dados conjuntos A e B, uma fun¢do f: A= B e C C A, o «conjunto
imagem de C por f» como o conjunto f(C)={y€B:3IxeC: y=f(x)} das
imagens por f dos elementos de C, representé-lo também por «{f (x) : x € C}».
Identificar, dados conjuntos A e B, uma fungdo f : A = B como «injetiva» se para
todos os x; e x, pertencentes a A, Xx; #x, = f(x1) # f(x;) (ou, de modo
equivalente, f(x;) = f(x;) = x4 = x,) e designar também uma tal fungdo por «injegdo
de Aem B ».

Identificar, dados conjuntos A e B, uma fungdo f : A —» B como «sobrejetiva» se para
todo o y pertencente a B, existir um elemento x pertencente a A tal que y = f(x) e
reconhecer que uma funcdo é sobrejetiva se e somente se coincidirem os respetivos
contradominio e conjunto de chegada e designar também uma tal funcdo por
«sobrejecdo de A em B» ou por «funcdo de A sobre B».

Identificar, dados conjuntos A e B, uma fun¢do f: A = B como «bijetiva» se for
simultaneamente injetiva e sobrejetiva e designar também uma tal fungdo por «bijecdo
de A em B».

Identificar, dadas fungbes f : Df > Ae g: Dy = B, a «fungdo composta de g com f»
como a fungdo gof: Dgor = B, tal que Dg,r={x€Df: f(x) €Dy} e
Vx € Dgor, gof (x) = g(f(x)) e designa-la também por «g composto com f», «g apds
f» e« f seguidade g».

Designar, dado um conjunto 4, por «fungdo identidade em A» a fungdo Id, : A — A tal
que Vx € A, Id,(x) = x e justificar que se trata de uma funcdo bijetiva.

Justificar, dados conjuntos A e B e uma fungdo f : A — B bijetiva, que para todo o y
pertencente a B existe um e apenas um elemento x pertencente a A tal que f(x) =y
e, representando-o por x,, , designar por «fungdo inversa de f» a fungdo ff1:B—A
talque Vy € B, f~1(y) = x,,.

+Reconhecer, dada uma fungdo f : A — B bijetiva, que f 1 é bijetivae que (f 1)1 = f
e designar também f 1 por «bijec3o reciproca de f».

Reconhecer, dada uma fungdo f : A = B, que f é bijetiva se e somente se existir uma
funcdog : B - A, talqueV(x,y) EAX B,y =f(x) & x = g().

Justificar que uma fungdo f : A = B é bijetiva se e somente se existir uma fungdo
g:B > Atalque gof = Idse fog = Idg e que, nesse caso, g = f 1.
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Generalidades acerca de fungGes reais de variavel real

2. Relacionar propriedades geométricas dos grdficos com propriedades das respetivas fun¢ées

1.

Designar por «fungdo real de varidvel real» uma fung¢do cujo dominio e conjunto de
chegada estdo contidos em R.

. Saber, dada uma expressdo f(x), que se convenciona, quando nada for indicado em

contrdrio, que essa expressdo representa a fungdo f com conjunto de chegada igual a R
e dominio constituido por todos os nimeros reais a para os quais fica representado um
numero real pela expressdo que se obtém substituindo todas a ocorréncias de x em
f(x) por um simbolo representando o numero a, designar, nesse caso, a expressao
f(x) por «expressdo analitica de f» e este processo de caracterizar f por «definigdo
(analitica) de f pela expressdo f(x)».

Identificar uma fungdo real de varidvel real f como «par» se, para todo o x € Dy,
—x € Dy e f(—x) = f(x).

Identificar uma fungdo real de varidvel real f como «impar» se, para todo o x € Dy,

—x € Dre f(—x) = —f(x).

5. Justificar, dada uma funcdo real de varidvel real impar f, que, se 0 € Dy, entdo f(0) = 0.

6. +Reconhecer, dado um plano munido de um referencial ortogonal, que uma dada

10.

11.

12.

funcdo é par se e somente se o eixo das ordenadas for eixo de simetria do respetivo
grafico.

+Reconhecer, dado um plano munido de um referencial cartesiano, que uma dada
funcdo é impar se e somente se o respetivo grafico for «simétrico relativamente a
origem O do referencial», isto é, se e somente se a imagem do grafico pela reflexdo
central de centro O coincidir com o préprio grafico.

+Reconhecer, dada uma fungdo real de variavel real bijetiva f e um plano munido de um
referencial monomeétrico, que os graficos das funcdes f e f~! s3o a imagem um do
outro pela reflexdo axial de eixo de equagdo y = x.

Reconhecer, dados uma func¢do real de varidvel real f, um numero real ¢ e um plano
munido de um referencial cartesiano, que o grafico de uma fungdo g definida em
Dy = Df por g(x) = f(x) + ¢ é a imagem do gréfico de f pela translagdo de vetor
(0, ¢).

+Reconhecer, dados uma fungdo real de varidvel real f, um nimero real ¢ e um plano
munido de um referencial cartesiano, que o grafico de uma fungdo g definida por
g(x) = f(x —c) no conjunto Dy = {x +c: x € Dy} éaimagem do grafico de f pela
translagdo de vetor 1(c, 0).

Designar, dado um plano munido de um referencial ortogonal e um nimero 0 < a < 1
(respetivamente a > 1), por «contracdo vertical (respetivamente dilatacdo vertical) de
coeficiente a» a transformagdo ¢ do plano que ao ponto P(x,y) associa o ponto ¢(P)
de coordenadas (x, ay).

Reconhecer, dados uma fung¢do real de varidvel real f, um nimero 0 <a<1
(respetivamente a > 1) e um plano munido de um referencial ortogonal, que o grafico
de uma fun¢do g definida em Dy por g(x) = af (x) é a imagem do grafico de f pela
contragdo vertical (respetivamente pela dilatagdo vertical) de coeficiente a.
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13.

14.

15.

16.

Designar, dado um plano munido de um referencial ortogonal e um nimero 0 < a <1
(respetivamente a > 1) , por «contracdo horizontal (respetivamente dilatacao
horizontal) de coeficiente a» a transformagdo ¢ do plano que ao ponto P(x,y) associa
o ponto ¢(P) de coordenadas (ax,y).

Reconhecer, dados uma fungdo real de varidvel real f, um nimero 0 <a <1
(respetivamente a > 1) e um plano munido de um referencial ortogonal, que o gréfico

de uma fungdo g definida em D, {g X € Df} por g(x) = f(ax) é a imagem do
grafico de f pela dilatagdo horizontal (respetivamente pela contragdo horizontal) de
coeficiente %

Reconhecer, dada uma fungdo real de varidvel real f e um plano munido de um
referencial ortogonal, que o grafico de uma fungdo g definida em Dy = Dy por
g(x) = —f(x) éaimagem do grafico de f pela reflexdo de eixo Ox.

Reconhecer, dada uma fungdo real de varidvel real f e um plano munido de um
referencial ortogonal, que o grafico de uma fungdo g definida em D, = {—x : X E Df}
por g(x) = f(—x) é aimagem do grafico de f pela reflexdo de eixo Oy.

3. Identificar intervalos de monotonia de fun¢des reais de varidvel real

1.

Identificar, dada uma fungdo real de variavel real f e A C Dy, f como «(estritamente)
crescente em A» (ou simplesmente «(estritamente) crescente» se A = Df) se para
quaisquer dois elementos x; e x, de 4, se x; < x, entdo f(x;) < f(x2).

Identificar, dada uma fungdo real de variavel real f e A C Dy, f como «(estritamente)
decrescente em A» (ou simplesmente «(estritamente) decrescente» se A = D) se para
quaisquer dois elementos x; e x, de 4, se x; < x, entdo f(x;) > f(xy).

Identificar, dada uma fungdo real de varidvel real f e A C Dy, f como «crescente, em
sentido lato, em A» (ou simplesmente «crescente, em sentido lato» se A = Dy) se para
quaisquer dois elementos x; e x, de 4, se x; < x, entdo f(x;) < f(xy).

Identificar, dada uma funcdo real de variavel real f e A C Dy, f como «decrescente, em
sentido lato, em A» (ou simplesmente «decrescente, em sentido lato» se A = Dy) se
para quaisquer dois elementos x; e x, de 4, se x; < x, entdo f(x;) = f(xy).
Identificar, dada uma fungdo real de varidvel real f e A € Dy, f como «(estritamente)
mondtona em A» (ou simplesmente «(estritamente) mondtona» se A = Dy) se for
(estritamente) crescente ou (estritamente) decrescente em A e f como «mondtona, em
sentido lato, em A» (ou simplesmente «mondtona, em sentido lato» se A = Dy) se for
crescente ou decrescente, em sentido lato, em A.

Identificar, dada uma fungdo real de variavel real f, um «intervalo de (estrita)
monotonia de f» como um intervalo I © D tal que f|; é (estritamente) mondtona.
Identificar, dada uma funcdo real de variavel real e A c D, f como «constante em A»
se para quaisquer elementos x; e x, de 4, f(x1) = f(x,).

Demonstrar que uma fungdo afim definida por f(x) = ax + b é estritamente crescente
(respetivamente decrescente) em R se e somente se a > 0 (respetivamente a < 0).
Demonstrar que, dada uma fungio quadréatica da forma f(x) = ax?,se a > 0 entdo f é
decrescente em | — oo, 0] e crescente em [0, +o[ e que, se a < 0, entdo f é crescente
em | — 00,0] e decrescente em [0, +oo].
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4. Identificar extremos de fung¢des reais de varidvel real

1.

Designar, dada uma fungdo f de dominio Dy e valores em R, um ndmero real M como
«majorante de f» (respetivamente «minorante de f») quando Vx € D, f(x) <M
(respetivamente  Vx € Df, f(x) = M), referindo a fungdo f como «majorada»
(respetivamente «minorada») quando admitir um majorante (respetivamente um
minorante).

Designar por «limitada» uma fung¢do simultaneamente majorada e minorada.

Designar por «minimo absoluto» (respetivamente por «maximo absoluto») de uma
funcdo real de varidvel real um valor f(a)do contradominio de f tal que
Vx € Ds,f(a) < f(x) (respetivamenteVx € Dy, f(a) = f(x)) e designar por
«extremos absolutos de f» os maximos absolutos e os minimos absolutos de f.
Designar, dados um numero real x, e um ndmero real positivo r, por «vizinhanga r de
Xg» o intervalo |xg — 1, x + 1[ e representa-la por «V,.(xg)».

Referir que uma funcdo real de varidvel real «atinge um minimo relativo (ou local)»
(respetivamente «atinge um maximo relativo (ou local)») em a € Dy quando existe
r >0, tal que, Vx € Dy N V.(a), f(a) < f(x) (respetivamente, Vx € Dy N V.(a),
f(a) = f(x)) e designar f(a) por «minimo relativo (ou local)» (respetivamente
«maximo relativo (ou local)») de f e a por um «minimizante» (respetivamente por um
«maximizante») de f.

Identificar, dada uma funcdo real de variavel real f, o gréfico de f como «tendo a
concavidade (estritamente) voltada para cima» (respetivamente como «tendo a
concavidade (estritamente) voltada para baixo») num dado intervalo I c Dy se dados
quaisquer trés pontos P, Q e R do grafico, de abcissas em [ tais que xp < xp < Xg, 0
declive da reta PQ é inferior (respetivamente superior) ao da reta QR.

. Saber que uma funcdo real de varidvel real tem a concavidade (estritamente) voltada

para cima (respetivamente para baixo) num dado intervalo I € Dr se e somente se
dados quaisquer dois pontos P e Q do grafico, de abcissas em I, a parte do grafico de f
de abcissas estritamente situadas entre as abcissas de P e @ ficar “abaixo”
(respetivamente “acima”) do segmento de reta [PQ].

+Reconhecer, dado um numero real ndo nulo a, que o grafico da fungdo f definida pela
expressdo f(x) = ax? tem, em |—o0, + 0|, a concavidade voltada para cimasea >0 e
voltada para baixo se a < 0.

5. Estudar fung¢bes elementares

1.

Representar graficamente fun¢bGes quadraticas identificando os intervalos de
monotonia, o extremo absoluto, as eventuais raizes e o sentido da concavidade dos
respetivos graficos.

Identificar uma fungdo f : Dy > R para a qual sdo dados um ndmero natural n > 1,
uma parti¢do Ay, A, ..., Ay, de Dy e n expressdes f;(x) (1 < j < n) tais que para todo o
j e para todo o x €A4;, f(x)=fj(x) como «estando definida por ramos pelas
expressdes f;(x), respetivamente nos conjuntos 4; (1 < j < n)».

Esbocar o grafico de fungbes definidas por f(x) =alx—b|+c (a,b,c€ R) e
interpretar geometricamente os valores a, b e c.
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Justificar que a fungdo f: R — R¢ definida por f(x) = x? ¢é bijetiva e que para todo o

x €RE, fF71H(x) = Vx.

. Justificar que a fungdo f:R — R definida por f(x) = x> é bijetiva e que para todo o

x €ER, f1(x) = Vx.

Determinar o dominio e esbocar o grafico de fun¢bes definidas analiticamente por
f(x)=aVx—b+c (a,b,c € R, n€ {23}, a+0).

Identificar «funcdo polinomial» como uma funcado que pode ser definida analiticamente
por um polindmio com uma sé variavel.

Esbocar o grafico de fungdes definidas por ramos envolvendo fung¢des polinomiais até ao
3.2 grau, modulos e radicais quadrados e cubicos.

6. Resolver problemas

1.

+Resolver equagdes e inequacgdes envolvendo as fungdes polinomiais e a composicao da
funcdo médulo com func¢des polinomiais.
+Resolver equacdes e inequacdes envolvendo as fungdes raiz quadrada e raiz cubica.

. +Resolver problemas envolvendo as propriedades geométricas dos graficos de fungoes

reais de varidvel real.
+Resolver problemas envolvendo as funcées afim, quadratica, raiz quadrada, raiz cubica,
maédulo, funcdes definidas por ramos e a modelacdo de fenédmenos reais.
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Estatistica EST10

Caracteristicas amostrais

1. Manipular o sinal de somatdrio

Designar, dados p,k € N, k < p, e uma sequéncia de numeros reais (xl,xz, ...,xp), a
soma Xx; + x, + -+ x;, das k parcelas respetivamente iguais a xq,x3,...,X; por
«somatorio de 1 a k dos x;» (ou por «soma dos k primeiros termos da sequéncia»,
qguando esta designagdo ndo for ambigua), representa-la por «Z{lei» e designar o
simbolo «X» por «sinal de somatdrio».

Designar, dados p € N, uma sequéncia de numeros reais (xl,xz, ...,xp) e numeros
naturais m en tais que m<n<p, a soma X, +Xu4 1+ +x, de n—m+1
parcelas iguais respetivamente a X;;;, X;n41, ---» Xn POr «somatdrio de m a n dos x;», e
representd-la por «}7 ., x;».

Reconhecer, dados p € N, 1 € R e uma sequéncia de nimeros reais (xl,xz, ...,xp), que
a igualdade Zf;l(lxi) = /125;1 x; representa, no formalismo dos somatdrios, a
propriedade distributiva da multiplicacdo relativamente a adicdo aplicada ao produto
de A pela soma das p parcelas x4, x5, ..., Xp-

Reconhecer, dados p € N, uma sequéncia de numeros reais (xl,xz, ...,xp) e um
ndmero natural n tal que n<p, que a igualdade X!  x; =3 x;+Xb . x
representa, no formalismo dos somatdrios, uma aplicacdo da propriedade associativa da
adicdo a soma das p parcelas x4, x5, ..., Xp-

Reconhecer, dado p € N e sequéncias de nimeros reais (X;)1<i<p € (Vi)1<i<p, Que a
igualdade Y.0_ (x; + ;) = Xb_, x; + X}, y; representa, no formalismo dos somatérios,
uma aplicagdo das propriedades associativa e comutativa da adigdo a soma das p
parcelas x; + Y1, X5 + V5, v Xp T Vp-

Resolver exercicios envolvendo a manipulagdo do simbolo de somatdrio.

2. Utilizar as propriedades da média de uma amostra

1.

Interpretar uma dada varidvel estatistica quantitativa em determinada populagdo como
uma fungdo numeérica definida na populagdo, cujo valor em cada unidade estatistica é o
valor que mede a caracteristica em estudo nesse elemento da populagao.

Representar, dada uma varidvel estatistica quantitativa x em determinada populagdo e
uma amostra A de dimensdo n € N dessa populagdo cujos elementos estdo numerados
de 1 a n, por «x;» o valor da varidvel x no elemento de A com o ndmero i, por «x» a

sequéncia  (xq,xy,...,Xx,), designa-la por «amostra da variavel estatistica x» ou
simplesmente por «amostra» e por «valores da amostra» os valores x; ,1 <i <mn,
sempre que estes abusos de linguagem ndo forem ambiguos.

Representar, dado n € N e uma amostra x = (xq, x5, ..., X,) de uma variavel estatistica,

n
Zizlxi

por «X» a média , designando-a igualmente por «média da amostra x» sempre

gue este abuso de linguagem nao for ambiguo.
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4.

1.

Representar, dado n € N e umaamostra x = (x4, X3, ..., X,,) com m valores (1 < m < n),

por «X» o conjunto dos valores da amostra, por X ,, X X ,, 0s elementos de X, por

177
«nj» (1 <j<m) o cardinal do conjunto {i €{1,..,n}: x; = 37].}, designar n; por
a ~ A m _ XL %in
«frequéncia absoluta do valor X >, e justificar que ijlnj =n equex=—-",
designando esta ultima igualdade por «férmula da média para dados agrupados».

Representar, dadon € N, uma amostra x = (x4, x5, ..., X,) € nimeros reais h e a, por
«x + h»  (respetivamente por «ax») a amostra y = (x; + h,x, + h,..,x, + h)
(respetivamente a amostra y = (axy, @ x5, ..., @X,)), relativa a variavel estatistica x + h

(repetivamente ax), ou seja, a varidvel estatisticay cujo valor em cada unidade
estatistica se calcula adicionando h ao valor (respetivamente multiplicando por a o
valor) de x e justificar que y = X + h (respetivamente que y = ax).

Interpretar, dado n € N e uma amostra X = (x4, X5, .., Xy), @ média de X como a

abcissa do centro de gravidade de um segmento de reta no qual se colocou, para cada
valor 5(”]. da amostra, um ponto material no ponto de abcissa 5Zj de massa igual a

respetiva frequéncia absoluta n;.

Definir e conhecer propriedades da variéncia e do desvio padrdo de uma amostra

Designar, dado n € N, uma amostra x = (xq, x5, ..., x,) e i € {1, ...,n}, por «desvio de

x; em relagdo a média» a quantidade x; — X , representa-la por «d;» e provar que
n —
i=1 dl - 0

Representar dado n € N e uma amostra x = (xq,Xy,...,X,), por «SS,» a soma

Y. (x; — %)% dos quadrados dos desvios dos x; em relagdo a média e provar que
_yn 2 =2

88y = Xly % — ni?.

+Reconhecer, dado n € N e uma amostra x = (x4, x5, ..., X,,), que é possivel calcular d,,

em fungdo de dy,d,,...,d,_1 mas que d, sé fica determinado se for conhecida a
totalidade desses n — 1 desvios, e referir, por esta razdo, que «SS, tem n — 1 graus de
liberdade».

Justificar, dado n € N e uma amostra X = (x4, %5, ..., Xy), que SS, = 0 se e somente se

X1 = X = ... = xn.

. Justificar, dado n € N, uma amostra x = (x4, x5, ..., X;,) € nimeros reais h e a, que se

¥y = x + h (respetivamente y = ax) entdo SS,, = SSy (respetivamente SS,, = a?SS,).

ore _ — m ~ —_ 2
Justificar, dado n € N e uma amostra x = (x4, X3, ., Xy), que SS, = Zj=1(xj —X)*n;,
ondeX,,X,,..,X,, representam os m valores da amostra x.

Sx

. S
Designar, dado n € N (n > 1) e uma amostra x = (X, X3, ..., Xn), sz =_—, bpor

A SSy . ~
«variancia da amostra x» e s, = -, por «desvio padrdo da amostra x».
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8. Justificar, dado n € N(n > 1) e uma amostra x = (xq, Xy, ...,X,), que s, =0 se e

somentesex; = X, = =+ = Xp,.
9. lustificar, dados n € N (n > 1), uma amostra x = (xy, X, ..., X,) € nimeros reais h e a,

quesey = x + h (respetivamente y = af) entdo s, = sy (respetivamente s, = || sy).

10. Reconhecer, dada uma varidvel estatistica quantitativa x em determinada populacao,
uma amostra A de dimens3on > 1 dessa populagio e sendox = (xy, Xy, ..., X,) uma

amostra correspondente da variavel estatistica x, que para todo o k > 0 a percentagem
dos elementos da amostra A nos quais os valores da varidvel estatistica tém desvios em

T . . ~ g . 1
relagdo a média superiores a k desvios-padrdo é inferior a ze interpretar este resultado

como tradugdo quantitativa da afirmagdo segundo a qual o par (x,s,) reflete a

distribuicdo dos valores da amostra x em termos de “localizacdo” e de “dispersdo”.

11. Reconhecer que para comparar a “dispersdao” dos valores dos elementos de duas ou
mais amostras em torno da média, faz sentido comparar as respetivas variancias (ou os
respetivos desvios-padrdo), sempre que a caracteristica quantitativa em andlise seja a
mesma nas diversas amostras e que a respetiva medida esteja calculada na mesma
unidade.

12. Saber, dada uma populacdo, que existem critérios que conduzem a recolha de amostras
cujas médias e desvios padrado sdo consideradas boas estimativas da média e do desvio
padrdo da populagdo.

4. Definir e conhecer propriedades do percentil de ordem k
1. Designar, dado n € N e uma amostra x = (x4, X3, ..., X5,), POor «amostra x ordenada» a

sequéncia (x(l),x(z), ...,x(n)) tal que X1) S X@z) S S Xy, COM 0S MEsSMos valores

gue a amostra x , cada um deles figurando na sequéncia um nimero de vezes igual a
respetiva frequéncia absoluta enquanto valor da amostra x.
2. Designar, dado n € N, uma amostra x = (xq,X,, ..., X,) € um nimero natural k do

intervalo ]0,100], por «percentil de ordem k» o valor maximo da amostra se k = 100, a

;g kn kn kn
média dos elementos de ordem To0 € Too + 1 na amostra ordenada se k # 100 e Too

. . kn
for inteiro, e nos restantes casos, o elemento de ordem [ﬁ] + 1 na amostra ordenada,

(onde, para x € R, «[x]» designa a «parte inteira de x», ou seja, 0 maior niumero
natural inferior ou igual a x) e representd-lo por « Py ».
3. Reconhecer, dado n € N e uma amostra x = (xq, X5, ..., X, ), que Ps, € igual a mediana

de x e saber que também é usual definir o primeiro e o terceiro quartil de modo a

coincidirem, respetivamente, com P,5 e P;s.
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4. Designar, dados numeros naturais n e k, k <100, uma sequéncia crescente de
numeros reais (a; a,, ..., a;; ) € um conjunto de dados quantitativos organizados nos
intervalos de classe [a;, a; 41 [, que se supdem de igual amplitude h > 0, por «percentil de

. - k
ordem k», o nimero x tal que Y=t (a1 — ap)n; + (x — ay)n, = EZﬁl(aiH —a;)n;,

. — khn
ou seja, tal que h¥:In; + (x —a )n;, = oo

50 onde n; é a frequéncia absoluta do

kn

intervalo de classe ]a;, a;;1] e L é o maior nimero natural tal que Y}~ n; < Too *

Simula¢dao Monte Carlo

5. Utilizar algoritmos geradores de Numeros Pseudo-Aleatdrios

1. Saber que existem algoritmos deterministicos (entre os quais o «algoritmo congruencial
de Lehmer») que, sob condi¢des adequadas, geram uma sequéncia de nimeros com
propriedades estatisticas proximas das que se podem verificar numa sequéncia gerada
por uma experiéncia aleatéria natural, e designar esse tipo de sequéncias por
«sequéncias de nimeros pseudo-aleatdrios».

2. Gerar sequéncias de numeros pseudo-aleatérios com um dado comprimento n € N,
recorrendo a uma folha de cdlculo ou a uma maquina de calcular adequada.

3. Simular experiéncias aleatérias com um dado numero finito de casos possiveis
programando calculos adequados a partir sequéncias de nimeros pseudo-aleatérios,
recorrendo a uma folha de calculo ou a uma maquina de calcular, designar a sequéncia
de resultados assim obtidos por «experiéncia pseudoaleatdria» e o processo utilizado
para os obter por «simulacdo de Monte Carlo».

6. llustrar propriedades inferenciais da média recorrendo a simulagdo Monte Carlo

1. Obter, fixado um certo conjunto de dados quantitativos, amostras de igual dimensao
n € N, recorrendo a uma sequéncia de numeros pseudo-aleatdrios e reconhecer que a
distribuicdo dos valores que se obtém para a média de cada uma das amostras de
dimensdo n é tdo mais “concentrada” em torno da média do conjunto de dados inicial
guanto maior for o valor de n e quanto menor for o desvio padrdo do conjunto de dados
inicial.

7. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a média e o desvio padrdo de uma amostra.
2. +Resolver problemas envolvendo os percentis de uma amostra.
3. +Resolver problemas envolvendo sequéncias de nimeros pseudo-aleatdrios.
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Trigonometria TRI11

Extensao da Trigonometria a angulos retos e obtusos e resolugao de tridngulos

1. Definir as razdes trigonométricas dos dngulos retos e obtusos e resolver tridngulos

1.

10.

Justificar, dado um tridngulo acutingulo [ABC] e fixada uma unidade de comprimento,
que a altura h relativa ao vértice C é dada por h = asinf§ = bsina, onde a = BAC,
f=ABC,a=BCeb=AC.

Provar, dado um tridngulo acutangulo [ABC] , de angulos internos a = BAC, B = ABC
e ¥ = ACB e de lados de medida a = BC, b = AC e ¢ = AB, fixada uma unidade de

. sin a sin 8 sin y
comprimento, que 2 = b =

, e designar estas igualdades por «Lei dos senos»

ou «Analogia dos senos».

Estender a definicdo do seno aos angulos retos, tomando sin a« = 1 quando o angulo a
é reto, reconhecendo que esta definicdo é a Unica possivel por forma a estender a Lei
dos senos a tridngulos retangulos.

. Estender a definicdo do seno aos angulos obtusos tomando, para um angulo a obtuso,

sin a =sin a’, onde @’ é suplementar a a, reconhecendo que esta definic3o é a Unica
possivel por forma a estender a Lei dos senos a tridangulos obtusangulos.

. Justificar, dado um tridngulo [ABC], de lados de medida a = BC, b = AC e c = 4B,

fixada uma unidade de comprimento, e sendo agudos os angulos internos em A e B,
que, se a = BAC, o quadrado da altura h relativa ao vértice C é dado por
h? = a? — (c — bcosa)? = b? — (b cos a)?.

Provar, dado um triangulo [ABC], de lados de medida a = BC, b = AC e ¢ = AB, fixada
uma unidade de comprimento, e sendo agudo o angulo interno em 4, que, se &« = BAC,
a? = b? + c? — 2bc cos a, e designar este resultado por «Teorema de Carnot» ou «Lei
dos cossenos».

Estender a definicdo do cosseno aos angulos retos, tomando cos @ = 0 quando o
angulo a é reto, reconhecendo que esta definicdo é a Unica possivel por forma a
estender a Lei dos cossenos ao caso de um angulo interno reto, reconhecendo que neste
caso se reduz ao Teorema de Pitagoras.

+Estender a definicdo do cosseno aos angulos obtusos tomando, para um angulo «a
obtuso, cos a = —cos a, onde a’' é suplementar a «a, reconhecendo que esta
definicdo é a Unica possivel por forma a estender a Lei dos cossenos ao caso de um
angulo interno obtuso.

Justificar que a igualdade cos?a + sin?a = 1 se estende aos casos em que « é reto ou
obtuso.

Determinar, dado um tridngulo [ABC], fixadas unidades de comprimento e de
amplitude de dngulos e conhecidas as medidas dos comprimentos dos trés lados (LLL), a
medida do comprimento de dois dos lados e da amplitude do angulo interno por eles
formado (LAL) ou a medida do comprimento de um dos lados e das amplitudes dos dois
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

angulos internos que lhe sdo adjacentes (ALA), a medida dos comprimentos dos
restantes lados e a medida das amplitudes dos restantes angulos internos do triangulo,
designar este procedimento por «resolu¢do do tridngulo [ABC]» e obter valores
aproximados destas medidas na forma de dizimas finitas até uma dada ordem,
utilizando uma mdquina de calcular.

Estender a todos os dngulos convexos a propriedade segundo a qual, dados angulos a e '

com a mesma amplitude & = (;', 0 seno e o cosseno de a sdo respetivamente iguais ao
seno e ao cosseno de a’ e designa-los também respetivamente por seno e cosseno de @.
Designar um angulo igual a soma de angulos a e  por «a + » e, se a tiver amplitude
superior a amplitude de 8, por «a — [», «diferenga dos angulos a e », um angulo cuja
soma com S é igual a a, e saber que a amplitude de um angulo igual a soma ou a
diferenca de dois dados angulos a e 8 depende apenas da amplitude de a e de 5.
Justificar, dado um angulo agudo a e um angulo retor, que cos(a +r) = —sin(a) e
quesin (@ +7r) =cos(e) e, sea for obtuso, quecos(a —7r)=sin(a) e que
sin(a — r) = — cos(a) e estender a definicdo do seno e do cosseno aos angulos nulos,
tomandosin ¢« =0 ecosa =1 quando o anguloa é nulo, reconhecendo que esta
defini¢ao é a Unica possivel por forma a estender as férmulas anteriores a este caso.
Estender a definicdo de tangente aos angulos nulos ou obtusos de modo a generalizar a
estes angulos a identificacdo da tangente com a razao entre o respetivo seno e cosseno.
+Provar, dados angulos a@ e B cuja soma é um angulo convexo, que
cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(f)e sin(a + B) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(f)
e justificar que cos(2a) = cos? & — sen? a e que sin(2a) = 2 sina cos a.

Provar, dados angulos a@ e [ convexos tais @ —f é um angulo convexo, que

cos(a — B) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(B) e sin(a — B) = sin(a) cos(B) — cos(a) sin(p).

A 6 A - N
Provar, dado um angulo convexo 0, e representando por S um angulo tal que 8 é igual a

6 6 . 6 1—cos @ 6 1+cos6 . . , , .
soma - + S quesing = |—-— ecos_ = |— —e justificar que é possivel utilizar

estas férmulas e as férmulas para o seno e cosseno da soma de dois angulos para obter
valores exatos das razdes trigonométricas de um angulo de amplitude t3o prdéxima
qguanto se pretender de um dado angulo agudo, partindo das razdes trigonométricas
exatas conhecidas dos dngulos de 30°,60° ou 45°.

Orientagdo de angulos num plano e rotagoes

2. Definir dngulos orientados e a respetiva medida de amplitude

1.

TRI11

Identificar «angulo orientado» como um angulo ndo nulo nem giro no qual se fixa um
dos lados para «lado origem», designando o outro por «lado extremidade».

Interpretar intuitivamente, dados angulos orientados a e 8 situados no mesmo plano 7,
a expressdo «a e S tém a mesma orientagdo», tomando-a como verdadeira quando,
imaginando os movimentos dos ponteiros de reldgios cujos mostradores se supéem
situados no plano ™ de modo que os ponteiros de cada um deles se deslocam em torno
dos vértices de cada um dos angulos, se verifica que, em ambos os casos, ou os
ponteiros descrevem os angulos comecando nos lados origem e terminando nos lados
extremidade ou, em ambos os casos, se dd a situacdo inversa, e referir que «a e § tém
orientagdes opostas» ou que «a tem orientagdo contraria a de [» nas restantes
situagdes.
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3. Saber, dados dois angulos orientados « e [ situados no mesmo plano, que é possivel dar
um sentido rigoroso a expressdo «a e § tém a mesma orientagdo», que, em particular,
e B tém orientagdes opostas quando resultam de orientar o mesmo angulo escolhendo
lados distintos para lado origem, também quando a e [ sdo angulos adjacentes e
partilham o lado origem, que a e § tém a mesma orientagdo quando os respetivos lados
origem e extremidade sdo dois a dois diretamente paralelos e sdo ambos convexos ou
ambos cOncavos, e que estes trés critérios sdo suficientes para comparar as orientagdes
de quaisquer dois angulos orientados, recorrendo eventualmente a angulos orientados
auxiliares.

4. ldentificar «plano orientado» como um plano no qual se fixou um angulo orientado a e
designar os angulos desse plano com a mesma orientagdio que a como tendo
«orientacdo positiva», os angulos com orientacdo oposta como tendo «orientacao
negativa» e afetando do sinal «—» as amplitudes destes Ultimos enquanto angulos
orientados, bem como as respetivas medidas.

5. ldentificar, dado um plano orientado m e uma representacdo grafica desse plano, na
qual o observador imagina o mostrador de um relégio, m como «estando orientado no
sentido contrario aos dos ponteiros do relégio» ou «no sentido anti-horario», quando
tem orientacdo negativa um angulo orientado convexo representado de modo que o
lado origem fica determinado por um dos ponteiros em certo instante e o lado
extremidade fica determinado pelo mesmo ponteiro uns instantes depois, antes de
completar meia volta.

3. Definir rotagées seqgundo dngulos orientados

1. Designar, dados dois pontos O e M e um angulo orientado & em determinado plano, um
ponto M’ por «imagem do ponto M pela rotagdo de centro O e de dngulo orientado a»
quando OM = OM’ e OM' for o lado extremidade do angulo orientado de lado origem
OM e com a mesma amplitude do que @ enquanto angulos orientados.

2. Designar, em dado plano orientado, como «rotagdes em sentido direto» as rotagdes de
angulos com orientagdo positiva e como «rotagdes em sentido retrégado» as rotagdes
de angulos com orientacdo negativa.

4. Definir Gngulos generalizados

1. Identificar, fixado um plano orientado, um «angulo generalizado» (ou «angulo
trigonométrico») como um par ordenado (a,n), onde a é um angulo orientado ou um
angulo nulo e n é um numero inteiro, que é positivo ou nulo se a tiver orientagao
positiva e negativo ou nulo se a tiver orientagdo negativa, interpretando-o
intuitivamente como o resultado de rodar o lado extremidade do angulo a (ou, no caso
de a ser nulo, o Unico lado, coincidente com a), realizando |n| voltas completas, no
sentido determinado pelo sinal de n.

2. Designar, fixado um plano orientado, o lado origem (respetivamente extremidade) de
um angulo orientado a também por «lado origem (respetivamente extremidade) dos
angulos generalizados (@, n)» e um angulo nulo w também como «lado origem e
extremidade dos dngulos generalizados (w, n)».
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3. Identificar, fixados um plano orientado e um angulo unidade e sendo g a medida de
amplitude dos angulos giros, a medida de amplitude do angulo generalizado (a,n)
como a + ng, onde a é a medida de amplitude do angulo orientado ou nulo «.

4. Reconhecer que dois dngulos generalizados (a,n) e (a’,n") tém a mesma amplitude se
e somente a e a' tiverem a mesma amplitude e n = n’ e justificar, fixados um plano
orientado e um angulo unidade que, dado um numero real x e fixada uma semirreta
para lado origem, existe um e apenas um angulo generalizado cuja medida de amplitude
éigual a x.

5. ldentificar, fixado um plano orientado, um ponto O e um angulo generalizado (@, n), a
«rotagdo de centro O e angulo generalizado (a,n)», no caso de a ser um angulo nulo,
como a aplica¢do identidade no plano e nos restantes casos como a aplica¢cdo do plano
sobre si préprio que a cada ponto distinto de O associa a imagem desse ponto pela
rotacdo de centro O e angulo orientado a e ao ponto O associa o préprio ponto 0.

6. Reconhecer, dado um plano orientado, um ponto O e angulos generalizados (a,n) e
(a',n"), a,a’ angulos orientados, que as rotagbes de centro O e angulos generalizados
(a,n) e (a’,n") coincidem se e somente se a e a’ tiverem a mesma amplitude ou se
tiverem sentidos contrarios e os valores absolutos das respetivas amplitudes tiverem
soma igual a medida de um angulo giro.

5. Definir as razées trigonométricas dos dngulos generalizados

1. Designar um plano ™ munido de um referencial ortonormado como estando «orientado
pelo primeiro quadrante» quando se considera, nesse plano, uma orientacdo para a qual
o primeiro quadrante, considerado como angulo orientado de lado origem coincidente
com o semieixo positivo Ox e lado extremidade coincidente com semieixo positivo Oy,
tem orientacdo positiva e nas representacées graficas de tais planos e referenciais usar
o0 movimento dos ponteiros do relégio para orientar os angulos.

2. Designar, dado um referencial ortonormado em dado plano @ orientado pelo primeiro
guadrante, a circunferéncia centrada na origem e de raio 1 do plano ™ também por
«circunferéncia trigonométrica» (ou, por abuso de linguagem, por «circulo
trigonométrico»).

3. Identificar, dado um referencial ortonormado em dado plano 7, orientado pelo primeiro
quadrante, e um angulo orientado a do plano m, o «seno de a» (respetivamente o
«cosseno de a») como a ordenada (respetivamente a abcissa) do ponto P, intersec¢do da
circunferéncia trigonométrica com o lado extremidade do angulo orientado de lado
origem coincidente com o semieixo positivo Ox e de amplitude igual a a, representa-lo
por sin(a), sen(a), sina ou sena (respetivamente por cos(a) ou por cosa),
reconhecer que este valor ndo depende da escolha do referencial, mantendo a mesma
orientacdo do plano, e que esta definicdo estende a definicdo de seno (respetivamente
de cosseno) de angulos geométricos convexos, se o identificarmos com o seno
(respetivamente cosseno) de um dngulo orientado com a mesma amplitude.

4. ldentificar, dado um referencial ortonormado em dado plano 7, orientado pelo primeiro
guadrante, e um angulo orientado a de lados ndo perpendiculares, a «tangente de a»
como a ordenada do ponto P, intersecdo da reta de equagdo x = 1, tangente a
circunferéncia trigonométrica no ponto de coordenadas (1,0), com a reta suporte do
lado extremidade do angulo orientado de lado origem coincidente com o semieixo
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positivo Ox e de amplitude igual a «, representa-la por tan(a), tg(a), tana ou tg «,
reconhecer que tana = % e que esta definicdo estende a definicdo de tangente de

um angulo agudo, se a identificarmos com a tangente de um angulo orientado com a
mesma amplitude.

5. ldentificar, dado um angulo generalizado 8 = (@, n), o «seno de 8», o «cosseno de » e
a «tangente de 8» como, respetivamente, o seno, o cosseno e a tangente de a.

6. Justificar, dados angulos generalizados 8 e 8’ com a mesma amplitude 8 = g que o
seno, o cosseno e a tangente de 8 sdo respetivamente iguais ao seno, ao cosseno e a
tangente de 8’ e designa-los também respetivamente por seno, cosseno e tangente de 8.

6. Definir medidas de dngulos em radianos

1. Designar por «radiano» a amplitude de um angulo ao centro de uma circunferéncia que
nela determina um arco de comprimento igual ao raio e reconhecer que o radiano ndo
depende da escolha da circunferéncia, aproximando o comprimento do arco de
circunferéncia por comprimentos de linhas poligonais inscritas.

2. Efetuar conversées de medidas de amplitude de angulos de graus para radianos e de
radianos para graus, comecando por justificar que um angulo giro tem amplitude de 27
radianos.

7. Definir fungées trigonométricas e deduzir propriedades

1. Identificar, dado um numero real x, a «tangente de x» (respetivamente o «seno de x» e
0 «cosseno de x») como a tangente (respetivamente o seno e o cosseno) de um angulo
generalizado de medida de amplitude igual a x, em radianos, sempre que esse valor
esteja definido, e designar a fungdo assim determinada nesse conjunto de numeros reais
e com conjunto de chegada R por «(fun¢do) tangente» (respetivamente «(funcdo)
seno» e «(fungdo) cosseno»), representando-a por «tan» ou «tg» (respetivamente por
«sin» ou «sen» e por «cos») e o respetivo valor num ponto x do dominio também por
tan x ou tg x (respetivamente por «sinx» ou «sen x» e por «cos x»).

2. ldentificar, dado um nimero P > 0, uma fungdo f como «periddica de periodo P» ou
«P-periddica» se paratodoox € Df, x + P € Dr e f(x + P) = f(x).

3. Designar, dada uma fung¢do f, o numero Py > 0 por o «periodo fundamental de f ou
por «periodo positivo minimo de f» se f for P,- periédica e ndo admitir outro periodo P
inferior a P.

4. Justificar que as fung¢les reais de varidvel real seno e cosseno tém dominio R,
contradominio [—1,1] e periodo fundamental Py = 27.

5. Provar que os zeros da fungdo seno (respetivamente da fungdo cosseno) sdo os nimeros
da forma km, k € Z (respetivamente da forma g + km, k € Z).

6. lustificar que a fungdo seno (respetivamente a fungdo cosseno) admite extremos locais nos
pontos de abcissa da forma x = % + km, k € Z (respetivamente da forma x= km , k € Z).

7. Justificar que paratodoo x € R, cos (x + m) = —cosx esin (x + m) = —sinx.

8. Justificar que a fungcdo real de \wvaridvel real tangente tem dominio
Dian = R\{x:x = g + km , k € Z}, contradominio R, periodo fundamental T, = 7 e que

os respetivos zeros sdo os numeros da forma km, k € Z.
9. Justificar que as fungGes seno e tangente sdo impares e a fungdo cosseno é par.
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8. Estabelecer formulas bdsicas da trigonometria

Provar que para todo o x € R, cos? x + sin? x = 1, reconhecendo que esta igualdade
generaliza a férmula fundamental da Trigonometria, e referi-la igualmente por essa
designacao.

Reconhecer que, para todos os x,y € R, cos(x*y) =cosxcosy+sinxsiny,

sin(x + y) = sinxcosy + cosxsiny, cos (x ig) = Fsinx e sin(xi%) =+ cosx,

estendendo-se assim as férmulas ja conhecidas envolvendo apenas medidas de

amplitude de angulos geométricos convexos.

2 2

Justificar que, para todo o x € R, sin (2x) = 2sinx cos x e cos (2x) = cos® x — sin“ x.
Esbocar o gridfico de fungBes definidas por f(x)=asin(bx+c)+d,

f(x) =acos(bx+c)+d ef(x) =atan(bx +c) +d,ondea,b,c,d € R.

9. Definir fun¢bes trigonométricas inversas

1.

+Reconhecer que as fung¢des sin: [—g,g] - [-11], cos:[0,m] = [-1,1] e

tan :] — %%[ — R, obtidas por restricao respetivamente das fung¢des sin, cos e tan aos

intervalos indicados e tomando para conjuntos de chegada os respetivos
contradominios, sdo bijetivas e designar as bijecOes reciprocas por «(funcdo) arco-
-seno» (arcsin ou arcsen), «(fungdo) arco-cosseno» (arccos) e «(fungao) arco-tangente»
(arctan ou arctg), respetivamente, sabendo que sdo valores aproximados destas fun¢des

que as calculadoras fornecem, associados as teclas, respetivamente, sin™!, cos™!

e
tan™!, desde que esteja selecionado o radiano para unidade de medida dos angulos.
Reconhecer, dados nimeros reais x e @, que cos X = coS & se e somente se existir k € Z
talquex = a + 2kmoux = —a + 2km.

Reconhecer, dados numeros reais x e a, que sinx = sina se e somente se existir k € Z
talquex = a + 2kmoux = — a + 2km.

Reconhecer, dados nimeros reais x e @, que tan x = tan a se e somente se existir k € Z
talque x = a + km.

Resolver equacgbes da forma sinx = a,cosx =aetanx = a,a € R.

10. Resolver problemas

TRI11

+Resolver equacgbes trigonométricas e problemas envolvendo férmulas trigonométricas
e a determinacdo de razées trigonométricas.

+Resolver problemas envolvendo a resolucdo de triangulos.

+Resolver problemas envolvendo a determinag¢do de distancias utilizando angulos e as
respetivas razoes trigonométricas.

+Resolver problemas envolvendo fung¢des trigonométricas.
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11. Osciladores harmodnicos

1. Designar por «oscilador harmdnico» um sistema constituido por um ponto que se
desloca numa reta numérica em determinado intervalo de tempo I, de tal forma que a
respetiva abcissa, como funcdo de t € I, seja dada por uma expressdao da forma
x(t) = Acos(wt + ¢), onde A >0, w >0 e ¢ € [0,2n[, designar estas constantes,
respetivamente, por «amplitude», «pulsacdo» e «fase», justificar que a fungdo x é
periddica de periodo T = %n e designar f = %por «frequéncia» do oscilador harménico.

2. +Resolver problemas envolvendo osciladores harmdnicos.
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Geometria Analitica GA11

Declive e inclinagdo de uma reta

1. Definir a inclinagdo de uma reta

1.

3.

Identificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado de origem O e dada
uma reta r que passa pela origem e é distinta do eixo Ox, a «inclinagdo de r» como a
amplitude do angulo convexo formado pelo semi-eixo positivo das abcissas e a
semirreta OP, onde P é um qualquer ponto de r de ordenada positiva, e identificar a
inclinagdo do eixo das abcissas como a amplitude nula.

Identificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado de origem O, a
inclinacdo de uma reta r como a inclinacdo da reta paralela a r que passa por 0.
Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado, que o declive de
uma reta nao vertical é igual a tangente trigonométrica da respetiva inclinacao.

Produto escalar

2. Definir e conhecer propriedades do produto escalar de vetores

1.

o

10.
11.

GA11

Identificar, fixada uma unidade de comprimento, dados vetores n3o nulos % e ¥, o
«produto escalar (ou interno) de % e ¥» como o niimero OP X O_Q', [(respetivamente o
nimero — OP x 0Q')] onde, fixado um ponto 0, P=0+1%4, Q=0+3, Q' ¢é a
projecdao ortogonal de Q na reta OP, se O_Q; e OP tiverem o mesmo sentido
(respetivamente se tiverem sentidos contrdrios), reconhecendo que este valor
independente da escolha do ponto 0, identificar o produto escalar de vetores 1 e
como nulo se um dos vetores for nulo e representar o produto escalar de vetores i e U

TN N

por «i . U».
Identificar, dados vetores n3o nulos U e ¥, «angulo dos vetores 1 e ¥» como qualquer

n — —_— - — n
angulo convexo, nulo ou raso POQ tal que u = OP e v = 0Q, reconhecendo que tém
todos a mesma amplitude, designar também essa amplitude por «angulo formado pelos

vetores U e U» quando essa designacdo ndo for ambigua, e representd-la por « (i, ¥)».

Provar, dados vetores i e # ndo nulos, que & . = ||Z||||3]| cos (&, B).

Identificar vetores U e ¥ como «perpendiculares» quando um deles for nulo ou quando,
nao sendo nulo nenhum dos dois, forem perpendiculares duas retas de vetores diretores
respetivamente iguais a i e a U, e indicar que U e ¥ s3o perpendiculares escrevendo
«U L v».

Justificar, dados vetores i e ¥, que U . ¥ = 0 = u L .

Justificar, dado um vetor i, que u .U = ||u]|?.

Justificar, dados vetores U e ¥ que |u.?| < |[u]|||V]| e designar esta desigualdade por
«desigualdade de Cauchy-Schwarz».

Justificar, dados vetores i e ¥, que U . ¥ = ¥ . U.

+Provar, dados vetores U e ¥ e um nimero real A, que (A1) . ¥ = A(i . D).

+Provar, dados vetores i, vew ,que (U+ V) .W=U.W+ V. W.

Justificar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado e vetores 1 (uy,u,) e
¥(vq,V,), que U.V = uyv; + u,v, , comegando por justificar que e;.e; = ej.e; = 1e
e;.e; =0.
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12.

13.

Provar, fixado um plano munido de um referencial ortonormado, que duas retas de
declives respetivamente iguais a m e a m’' sdo perpendiculares se e somente se
mm' = —1.

Justificar, fixado um referencial ortonormado do espaco e dados vetores U(u, Uy, Us) €
V(vq,v,,v3) do espago, que U.V = uyv; + uyv, + usvs , comegando por justificar que
—_— — —_— — —_— — —_ — —_— — _— —

€,.64 = €ey.e; =ez.e3=1eej.e; =ej.e3 =e,.e3 = 0.

3. Determinar equagdes de planos no espaco

1.

Identificar um vetor ¥ como «normal a um plano a» se for nulo ou, ndo sendo nulo, se
as retas de vetor diretor ¥ forem perpendiculares a a.

Justificar, dados planos a e e vetores v, e 17/; nao nulos, normais respetivamente a @ e
B, que a e B s3o (estritamente) paralelos ou coincidentes se e somente se 7, e 13,;
forem colineares e @ e B sdo perpendiculares se e somente se v, e 1'7’5 forem
perpendiculares.

Justificar, dado um vetor ndo nulo ¥ normal a um plano a e um ponto P, € @, que para
todo o ponto P doplano, P € ¢ & 130—15.13 =0.

Reconhecer, fixado um referencial ortonormado do espaco e dado um vetor ndo nulo
V(vq,V5,73) € um ponto Py(xg, Yo, Zg), que existe um Unico plano a que passa por
P, tal que ¥ é normal a a, provar que P(x,y,z) Ea se e somente se
v1(x = x0) + v2(y — ¥o) + v3(z — 20) = 0.

Justificar que as equagbes da forma ax+by+cz+d =0, onde a,b,c,d €ER,
(a,b,c) # (0,0,0), sdo equagbes de planos e, reciprocamente, que qualquer plano
admite uma equacao cartesiana daquela forma.

. Justificar, dados a, b,c,d € R, (a, b, c) # (0,0,0), que o vetor de coordenadas (a, b, ¢)

é normal ao plano de equagdo ax + by +cz+d = 0.

Identificar, dado um plano @, um vetor ¥ como «paralelo a a» quando ¥ for nulo ou,
ndo sendo nulo, se for vetor diretor de uma reta de «.

Provar, dado um plano @, um ponto P, € a e dois vetores U e ¥ n3o colineares paralelos
a a, que para todo o ponto P do espaco, PEa <= 3s,t ER,P =Py +su+tv e
designar esta equacdo por «equacdo vetorial do plano a».

Provar, dado um plano a, um ponto Py(xg,Vo,2o) € @ e dois vetores U(uy, Uy, Us) €
v(v4, V5, v3) ndo colineares paralelos a a, que para todo o ponto P(x,y, z) do espago,
Peae=3s,teRx=xy+su +tvy Ay =Yg +su, +tvy Az=123+suz;+tvs e
designar este sistema de equagdes por «sistema das equagdes paramétricas do plano a».

4. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a no¢ao de produto escalar de vetores.

GA11

+Resolver problemas relativos a determinacdo de equac¢les de retas do plano em
situacdes diversas envolvendo a nocao de perpendicularidade.

. +Resolver problemas relativos a determinacdo de equacbes de planos em situacdes

diversas envolvendo a nogao de perpendicularidade.

. +Resolver problemas envolvendo equacgdes de planos e de retas no espaco.
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Programacao Linear PL11

Introdugdo a otimizagao

1. Definir o vocabuldrio bdsico dos problemas de otimizagdo

1.

Designar por «fungdo objetivo» uma fun¢do f : D — R da qual se pretende determinar,
se existir, o0 maximo (ou o minimo) num dado subconjunto ndo vazio S C Dy, por
«regido admissivel» o conjunto S, e designar genericamente por «problema de
otimizacdao» o problema cuja resolucdo consiste em determinar os eventuais extremos
de uma funcdo objetivo numa dada regido admissivel e os pontos em que sdo atingidos.
Designar, dado um problema de otimizagao, por «pontos admissiveis» os elementos da
regido admissivel.

Designar, dada uma fungdo f : Dy - R e um numero real k, por «conjunto de nivel de f
associado a k» o conjunto Cy, = {X € Dy : f(X) = k} e justificar que C; N Cy, = @ se
k+k', k'€eR.

Introdugdo a programagao linear

2. Conhecer as propriedades elementares dos problemas de programagdo linear

1.

Designar por «problema de programacao linear» um problema de otimizacdo no qual a
fungdo objetivo f é definida no conjunto Dy = RX R por uma expressdo da forma
f(x,y)=ax+ by (a e b nimeros reais ndo simultaneamente nulos) e a regido
admissivel S é definida por um numero finito p € N de desigualdades da forma
cjix + djy <e¢, dj, ej €ER, ¢, dj ndo ambos nulos, 1< j < p.

. Justificar que num problema de programacdo linear os conjuntos de nivel da funcdo

objetivo sdo retas paralelas entre si e designa-las por «retas de nivel».

Designar um subconjunto S do plano por «limitado» quando existe um circulo C tal que
SccC.

Saber, dado um referencial cartesiano, que o conjunto de pontos que representam uma
regido admissivel S limitada associada a um problema de programacdo linear é um
poligono convexo e, em particular que se dois pontos A e B pertencem a S entdo
[AB] c S.

Reconhecer, dado um problema de programacao linear, que se a regido admissivel S for
limitada, a fungdo objetivo f admite um maximo e um minimo e que estes sdo atingidos
em pelo menos um vértice da regido admissivel, tragcando, num referencial cartesiano,
retas de nivel de f intersetando S e recorrendo a intui¢do geométrica.

Justificar, dado um problema de programacéo linear, que se o maximo (ou o minimo) da
fungdo f for atingido em dois vértices consecutivos VV; e V, da regido admissivel S
entdo é também atingido em todos os pontos do segmento de reta [V; V5] .

3. Resolver problemas

1.

PL11

+Resolver problemas de programacao linear por métodos geométricos e analiticos.
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Sucessoes SUC11

Generalidades sobre sucessoes

1. Caracterizar o conjunto dos majorantes e minorantes de um conjunto de numeros reais

1.

Identificar um subconjunto A de R como «majorado» quando existe um nimero real M
tal que Va € A,a < M e designar M por «majorante de A».

Identificar um subconjunto A de R como «minorado» quando existe um numero real m
tal que Va € A,a = m e designar m por «minorante de A».

Identificar um subconjunto A de R como «limitado» quando for majorado e minorado.

4. Designar por «maximo» (respetivamente por «minimo») de um subconjunto A de R um

10.

majorante (respetivamente um minorante) de A pertencente a A e justificar que se
existir é unico.

. Saber, dado um subconjunto ndo vazio A de R majorado, que o conjunto dos

majorantes de A admite minimo, designa-lo por «supremo de A» e designar este
resultado por «principio do supremon».

Justificar, dado um subconjunto ndo vazio A de R minorado, que o conjunto dos
minorantes de A admite maximo e designa-lo por «infimo de A».

Justificar, dado um subconjunto A ndo vazio de R majorado, que o conjunto dos
majorantes de A é o intervalo da forma [M, +oo[, onde M é o supremo de A.

Justificar, dado um subconjunto A ndo vazio de R minorado, que o conjunto dos
minorantes de A é o intervalo da forma | — o0, m], onde m é o infimo de A.

Reconhecer que um numero real M é o supremo de um subconjunto A de R se e
somente se M for majorante de A e para todo o nimero real M’ < M existe a € A tal
quea > M’

Reconhecer que um ndmero real m é o infimo de um subconjunto A de R se e somente
se m for minorante de A e para todo o nimero real m’ > m existe a € A talquea < m'.

2. Estudar propriedades elementares de sucessées reais

1.

Identificar uma «sucessao real» (ou simplesmente «sucessdo» quando esta designagdo
ndo for ambigua) como uma fun¢do u de dominio N e de conjunto de chegada R, e
representar por «u,», dito «termo geral da sucessdo», a imagem u(n) den € N poru e
por «(uUp)pen» (Ou simplesmente por «(u,)» ou ainda por «u,» quando estas
notacdes ndao forem ambiguas) a propria sucessdo u.

Identificar uma sucessdo (u,) como «crescente» (respetivamente «decrescente»)
quando o for como fungdo real de varidvel real, ou seja, quando para quaisquer
p1, 02 €N, py > p, = u, > u,, (respetivamente p; > p, = up, < u,,) e reconhecer
que (u,) é crescente (respetivamente decrescente) se e somente se para todo n € N,
Up4q > Uy, (respetivamente Uy, < Uy).

. Identificar uma sucessdo (u,) como «crescente (respetivamente decrescente) em

sentido lato» quando para quaisquer py,p; € N, p; > p, = u,, = u,, (respetivamente
P1 > P2 = Uy, <u,,) e reconhecer que (uy,) é crescente (respetivamente
descrescente) em sentido lato se e somente se para todo n€N, u,,; =>u,
(respetivamente u, 1 < uy).
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4.

6.

Identificar uma sucessdo (u,) como «majorada» se o conjunto {u,:n € N} dos
respetivos termos for majorado e designar os majorantes deste conjunto também por
«majorantes da sucessao».

Identificar uma sucessdo (u,) como «minorada» se o conjunto {u,:n € N} dos
respetivos termos for minorado e designar os minorantes deste conjunto também por
«minorantes da sucessao».

Designar por «limitada» uma sucessdo (u,) simultaneamente majorada e minorada.

Principio de Indugdo Matematica

3. Utilizar o principio de indugéo matemadtica

1.

3.

Saber, dada uma condigdo T(n), que a proposi¢do Vn € N, T(n) é verdadeira se T(1)
for verdadeira e se, além disso, Yn € N, T(n) = T(n + 1), designar este resultado por
«principio de indugdo (matematica)», T(n), enquanto antecedente da implica¢do
T(n) = T(n+ 1), por «hipétese de indugdo» e a proposicdo Vn €N, T(n) = T(n+ 1)
por «hereditariedade» da propriedade T(n) e saber que o principio de indu¢ido pode
estender-se, mutatis mutandis, fixado um numero inteiro p e uma condi¢dao T(n), a
demonstragdo da proposicdo Vn € N, T(n),onde N, ={n€Z: n=p}.

. Saber, dada uma fungdo f: A — A e a € A, que existe uma sucessdo (u,,) de elementos

de A tal que uy =a e Vn €N, u,,; = f(u,) , reconhecer que é Unica, referir que
estas condigBes definem a sucessdo (u,) «por recorréncia» e saber que estes resultado
podem estender-se, mutatis mutandis, a definicdo de fun¢des de N, em A, onde
N, ={n € Z: n = p}, também designadas por «sucessdes (indiciadas em N, )».
+Utilizar o principio de indugao para efetuar demonstragdes.

Progressoes aritméticas e geométricas

4. Calcular o termo geral de progressoes aritméticas e geométricas

1.

Designar, dados a,r € R, por «progressao aritmética de primeiro termo a e razao r» a
sucessdo definida por recorréncia poru; = a e, paratodoon € N, u,, 1 =u, +7.

. Justificar que o termo geral da progressdo aritmética de primeiro termo a € R e de

razdor € Ré dadoporu, =a+ (n—1)r.

Designar, dados a,r € R, por «progressdo geométrica de primeiro termo a e razdo r» a
sucessdo definida por recorréncia poruy = a e paratodon € N, u, 4 = u, Xr.
Justificar que o termo geral da progressao geométrica de primeiro termo a e razdo r nao

nula é dado por u,, = ar™ 1.

5. Calcular a soma dos termos de progressées aritméticas e geométricas finitas

1.

2.

Designar, dado N € N, por «progressdo aritmética (finita) de comprimento N»
(respetivamente «progressdo geométrica (finita) de comprimento N »), a sequéncia
(uq,uy, ..., uy) «dos N primeiros termos» de uma progressdo aritmética
(respetivamente geométrica) (U, )nen-

+Reconhecer, dado N € N, que a soma dos termos de uma progressdo aritmética de

. , uq+u
comprimento N, (uq,uU,, ..., uy), € dada por S = Z’ivzlui =1TN X N.
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3.

+Reconhecer, dado N € N, que a soma dos termos de uma progressdao geométrica de
comprimento N, de primeiro termo u; e de razdo r diferente de 1, é dada por

6. Operar com juros compostos

1.

Designar, dado um numero real r , uma unidade de medida temporal Te n € N, por
«aplicar juros compostos a taxa de r% a T durante n periodos de tempo T» a um dado
capital disponivel em certo instante inicial t,;, a operagao que consiste em calcular um
juro igual a % do capital disponivel no inicio de cada periodo de tempo com duracao
igual a T e adiciona-lo ao capital findo esse periodo, comeg¢ando este processo a partir
do instante t,, e levando-o a cabo n vezes seguidas.

Provar, dado um capital inicial €y, que, aplicando-se juros compostos a taxade r% a T,

n
o capital disponivel ao fim de n € N periodos de tempo T é igual a C,, = C, (1 + ﬁ) .

. Justificar, dado um ndmero real r, um ndmero natural n e um capital C, disponivel no

inicio de um determinado periodo de um ano, que dividindo esse ano em n periodos

iguais de medida temporal T e aplicando juros compostos a taxa de %% a T durante

esses n periodos ao capital inicial Cy, o capital disponivel ao fim do ano é igual a

Co=Co(1+ ﬁ)n

Limites de sucessoes

7. Definir o limite de uma sucessdo

1.

Identificar, dada uma sucessdo (u,,) , um nimero real [ como «limite da sucess&o (u,) »
ou como «limite de u, quando n tende para +oo» quando, para todo o ndmero real
d > 0, existir uma ordem p € N tal que Vn e N,n = p = |u, —I| < §, referir, nesta
situagdo, que «u, tende para I» («u, — l»), e designar a sucessdo (U,)nen POF
«convergente» quando um tal limite [ existe e por «divergente» no caso contrario.

Provar que o limite de uma dada sucessdo (u,), quando existe, é Unico e representa-lo

por « lim u,», «lim u,» ou simplesmente por «lim u,».
n-—-+oco n

+Reconhecer que as sucessGes convergentes sdo limitadas.

Identificar uma sucessdo (u,) como «tendo limite +oco» ( lim u, = 400, limu,, = 4+
n—-+oo n

ou limu,, = +o) quando, para todo o L > 0, existir uma ordem p € N tal que
vn e N,n=p = u, > L, referir, nesta situacdo, que «u, tende para +oo» («u, —
+0o») e reconhecer que uma tal sucessao é divergente.

Identificar uma sucessdo (u,) como «tendo limite —oo» ( lirJP U, = —o0o, limu, = —o
n—->+oo n
ou limu,, = —o0) quando, para todo o L > 0, existir uma ordem p € N tal que

vneN,n=>p>u, <—-L , referir, nesta situagdo, que «u, tende para —oo»
(«u,, = —oo») e reconhecer que uma tal sucessdo é divergente (e ndo tende para +o).

Reconhecer, dada uma sucessdo (u,) com limite [ € R ou tendendo para +o ou para
—oo (respetivamente sem limite), que qualquer sucessdo (v,) que possa ser obtida de
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

(u,) alterando apenas um numero finito de termos, tem o mesmo limite
(respetivamente ndo tem limite).

. +Provar, dada uma sucessdo (u,) limitada e uma sucessdo (u,) com limite nulo, que

limu,v, = 0.
Provar, dados numeros reais a, b, c e d e utilizando a definigcdo de limite, que o limite da
n+

~ an+b ;. a
sucessao de termo geral u,, = rd (en 4+ d # 0 para todo o n) é igual a —sec# 0,a

+o00, se c =0 eg>0, a—osec=0 e%<0 e a S, se a=c =0, ou seja, em
particular, que o limite de uma sucessao constante é igual a prépria constante.

Provar, utilizando a definigdo de limite, que, dado um ndmero racional p, lim n? = +o
sep>0elimn? =0sep < 0.

Provar, dadas duas sucessdes (u,) e (v,) convergentes, com limites respetivamente
iguais a l; e l,, que a sucessdo (u, + v,) €éconvergente e que lim (u, + v,) = l;+1,.
#Provar, dadas duas sucessdes (u,) e (v,) convergentes, com limites respetivamente
iguais a [; e l,, que a sucessdo (u,v,) éconvergentee que limu,v, =[;1,.

#Provar, dada uma sucessdo (v, ) convergente de termos ndo nulos, com limite [, ndo

11 . ~
nulo, que llmv—zl— e justificar que se for também dada uma sucessdo (U,)nen
n 4
.. ~ ~ u P . u
convergente, com limite [, entdo a sucessdo (V—") é convergente e lim— =

n Un Ly

L

#Provar, dada uma sucessdo convergente (u,,) e um nimero real a, que a sucessdo de
termo geral au,, é convergente e que lim (au,) = alim u,,.

#Provar, dada uma sucessdo convergente (u,) € um numero racional r, que, se r € N,
ou se os termos da sucessdo forem todos ndao negativos e r for positivo, ou ainda se os
termos da sucessdo forem todos positivos, entdo a sucessdo de termo geral (u,)" é
convergente e lim (u,,)" = (limu,)".

Provar, dadas sucessbes (u,) e (v,), com limites respetivamente +o e [ € R (ou
ambas com limite +), que lim(u, + v,,) = +o0 e representar esta propriedade por
«+00 + [ = +00» (ou por «+00 + 00 = +0o»).

#Provar, dadas sucessbes (u,) e (v,), com limites respetivamente — e [ € R (ou
ambas com limite —), que lim(u, + v,,) = —oo e representar esta propriedade por
«—00 4 [ = —oo» (ou por «—o0 + (—0) = —oo»).

Justificar, dadas sucessdes (u,) e (v,), que apenas da informagdo limu, = +o e
lim v, = —co nada se pode concluir acerca da existéncia de lim(u, + v,,) e referir esta
situacdo por «indeterminagdo do tipo (+) + (—o0)».

#Provar, dadas sucessdes (u,), com limite +, e (v,) com limite [ € RT ou +
(respetivamente com limite [ € R™ ou —), que lim(u,v,) = +o (respetivamente
lim(u,v,) = —x) e representar estas propriedades por
«(400) X | = +00» e «(+) X (+00) = +oo» (respetivamente por «(+o) x [ = —oco»
e «(+0) X (—o0) = —oo»).

#Provar, dadas sucessbes (u,), com limite —o, e (v,) com limite [ € R?"
(respetivamente com limite [ € R™ ou —), que lim(u,v,) = —o (respetivamente
lim(u,v,) = +©) e representar esta propriedade por «(—o) X[ = —co»
(respetivamente por «(—o) X [ = +oo» e «(—) X (—0) = +oo»).

#Provar, dada uma sucessdo (u,) com limite +o e de termos ndo negativos
(respetivamente com limite —o0) e um numero racional r positivo (respetivamente
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

r € N), que a sucessdo de termo geral (u,)" tem limite +oo (respetivamente tem limite
+o0o se r for par e limite —oo se r for impar) e representar esta propriedade por
«(+0)" = +oo» (respetivamente por «(—o)" = +oo» se r for par e por «(—0)" = —co»
se r for impar).

Justificar, dadas sucessdes (u,) e (v,) que apenas da informagdo limu, = +oo (ou
limu, = —») e limv,, = 0 nada se pode concluir acerca da existéncia de lim(u,v,) e
referir esta situacdo por «indeterminagdo do tipo o X 0».

#Provar, dada uma sucessdo (v,,) de termos ndo nulos, positiva a partir de certa

.. . . 1
ordem, com limite nulo («limwv, = 0%»), que 11mU—=+oo e representar esta

n
. 1
propriedade por «oF = + ooy,
#Provar, dada uma sucessdo (v,,) de termos ndo nulos, negativa a partir de certa ordem,

. . _ L1 .
com limite nulo («lim v, = 07»), que llmv— = —oo e representar esta propriedade por
n

1
«— = —O00y,
=
#Provar, dada uma sucessdo (v;,,) de termos ndo nulos e a tender para +o0 ou para —oo,

.1 ) 1
que llmv— = 0 e representar esta propriedade por «— = 0».

n

Justificar, dadas sucessdes (v,) e (v,), que apenas da informagdo limu, = to e
limv,, = too (respetivamente limu,, = limv, = 0, onde (v,) ndo se anula) nada se

. e A . .. . u . . ~
pode concluir acerca da existéncia do limite lim—= e referir esta situagdo por

Un
«indeterminacdo do tipo 2» (respetivamente «indeterminacdo do tipo %»).
Justificar, dado um polinédmio P(x) de grau superior ou igual a 1, que a sucessdo
(P(n) )pen € tal que lim P(n) = +oo se o coeficiente do termo de maior grau da forma
reduzida de P for positivo e que lim P(n) = —oo no caso contrério.
Calcular, dadas sucessdes (P(n) )nen € (Q(n) )pen, onde P(x) e Q(x) sdo polindmios,
P(n)

Q(x) sem raizes naturais, o limite limm e relaciona-lo com os graus de P(n) e Q(n)

e com os coeficientes dos termos de maior grau das respetivas formas reduzidas.
+Provar, dado um nimero real a > 0, que lima™ = +o sea > 1 e que lima™ = 0 se
a<l.

+Provar, dado um ndmero real a > 0, que lim Ya = 1, comegando por observar, no
n
casodea =1,que 1<a < (1+%) .

Saber de memédria os limites das sucessdes de termo geral n? (p € Q), a™ e Va (a > 0).

8. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo o estudo da monotonia e a determinagdo de
majorantes e minorantes de sucessdes.

2. +Resolver problemas envolvendo progressdes aritméticas e geométricas.

3. +Resolver problemas envolvendo juros compostos.

4. +Calcular, por meios algébricos, o limite de sucessGes em situacdo indeterminada e

referir esse calculo como um «levantamento da indeterminagdo».

. +Resolver problemas envolvendo a nogao de limite de uma sucessao.
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Fungdes Reais de Varidvel Real FRVR11

Limites segundo Heine de fung¢Ges reais de variavel real

1. Definir limite de uma fung¢do num ponto e estudar as respetivas propriedades fundamentais

1.

Identificar, dado um conjunto A € R e a € R, a como «ponto aderente a A» quando
existe uma sucessdo (x,) de elementos de A tal que limx,, = a.

Identificar, dada uma fungdo real de varidvel real f e um pontoa € R,
b € R como «limite de f(x) quando x tende paraa» quando a for aderente ao
dominio Dy de f e para toda a sucessdo (x,)necy de elementos de Dy convergente
para a, lim f(x,) = b, justificar que um tal limite, se existir, é Unico, representd-lo por
«chi_r)réf(x)», referir, nesta situacdo, que «f(x) tende para b quando x tende paraa» e

estender esta definicdo e propriedade ao caso de limites infinitos.

Identificar, dada uma fun¢do real de varidvel real f, um conjunto X C R e a € R,

b € R como o «limite de f(x) quando x tende paraa por valores em X» quando

b= chi_r)rcllﬂx(x), representa-lo por jlcl_r)l‘cll f(x) e estender esta definicdo ao caso de limites

xEX

infinitos.

Identificar, dada uma funcdo real de variavel real f e a € R, b € R como o «limite de

f(x)quando x tende para a por valores inferiores a a» quando

b= lim f(x), representar b por xlirgl_f(x), designa-lo também por «limite de f(x)
X€]—oo,a|

a esquerda de a», referir, nesta situagdo, que «f(x)tende parab quando x tende

para a por valores inferiores a a» e estender esta definicdo ao caso de limites infinitos.

Identificar, dada uma func¢do real de variavel real f e a € R, b € R como o «limite de

f(x)quando x tende para a por valores superiores a a» quando

b= lim f(x), representar b por lim _f(x), designa-lo também por «limite de f(x)
xX—-a
x€la,+oo]

a direita de a», referir, nesta situagdo, que «f(x) tende para b quando x tende para a
por valores superiores a a» e estender esta definicdo ao caso de limites infinitos.

. Saber, dada uma funcdo real de varidvel real f e um ponto a aderente ao respetivo

dominio D¢, que se a & Dy e se os limites lim f(x) e lim+f(x) existirem e forem iguais,
x—-a xX—a
entdo existe o limite lim f (x) e que, nesse caso, limf(x) = lim f(x) = lim f(x).
x—a x—a x-a~ x—at

Saber, dada uma funcgdo real de variavel real f e um ponto a € Df, que se os limites
lim f(x) e lim f(x) existirem e forem ambos iguais a f(a), entdo existe o limite
x-a~ x-at

)lci_r)rtllf(x) e que, nesse caso, )lci_r;rcllf(x) = xlircrll_f(x) = xlircrllj(x).

Identificar um conjunto ACR como «tendo 4o como ponto aderente»
(respetivamente como «tendo —oo como ponto aderente») quando existe uma sucessao
de elementos de A com limite 4o (respetivamente —oo).

Identificar, dada uma funcdo real de varidvel real f cujo dominio tem +oc0 como ponto

aderente, b € R como «limite de f(x) quando x tende para mais infinito» quando para
toda a sucessdo (x,) de elementos de Dy com limite +o, lim f(x,,) = b, justificar que
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um tal limite, se existir, & Unico, representa-lo por lirP f(x), referir, nesta situagdo,
X—+00
que « f(x) tende para b quando x tende para mais infinito» e estender esta defini¢do e
propriedade ao caso de limites infinitos.
10.Identificar, dada uma funcdo real de varidvel real f cujo dominio tem —co como ponto
aderente, b € R como «limite de f(x) quando x tende para menos infinito» quando
para toda a sucessdo (x,) de elementos de Dy com limite —, lim f(x,) = b, justificar
que um tal limite, se existir, é Unico, representd-lo por lim f(x), referir, nesta
X——00
situacdo, que « f(x) tende para b quando x tende para menos infinito» e estender esta
defini¢ao e propriedade ao caso de limites infinitos.
11. Identificar, dadas funcdes f:Df - R, g:Dg » R, um nimero real @ e um numero
racional r, as fungdes f + g:Df N Dy —> R («soma de f com g»), fg:Df N Dy - R,

(«produto de f por g»), g:DL—HR («quociente de f por g» onde
g
D§:Dfn{xEDg:g(x)¢0}), af:Df > R («produto de f pelo escalar a») e

fT:Df = R («poténcia de expoente  de f», onde Dy é o conjunto dos nimeros reais x
para os quais esta definido f(x)" ), como as fungdes com os dominios e conjunto de

chegada indicados, definidas, para cada elemento x do respetivo dominio,
respetivamente por (f +9)(¥) = f(0) + g(®), (FO@) = f()g(0), Lo =L,
(af)(x) =af(x) e fT(x) = f(x)", podendo utilizar-se, para representar as poténcias
de expoente racional, as notacGes envolvendo raizes.

12. Justificar que os limites da soma, do produto e do quociente de fungdes f: D - R e
g: Dy — R e do produto por um escalar a e da poténcia de expoente racional r de uma

fungdo f:Df — R, se calculam, em pontos aderentes aos dominios respetivamente de
f+a9 fg g, af e f" a partir dos limites de f e g nesse pontos de forma andloga ao

caso das sucessodes, reconhecendo que se mantém as situa¢des indeterminadas.
13. Justificar, dado D c R, fungbes f: D - R e g: D — R e um ponto a aderente a D, que se

limf(x) = 0 ese g élimitada entdo lim[f (x)g(x)] = 0 e estender este resultado ao caso
x—-a xX—a

de limites por valores superiores ou inferiores a a bem como ao caso de limites em +oo.
14. Justificar, dadas fungbes reais de varidvel real f e g e um ponto a aderente a Dy, r, que
selimf(x) =b € Relimg(x) = ¢ € Rentdo lim(gof)(x) = c.
x-a x—b x-a

2. Definir a nogdo de continuidade e as respetivas propriedades fundamentais

1. Justificar, dada uma fungdo real de varidvel real f e um ponto a do respetivo dominio
que se o limite lim f(x) existe entdo é igual a f(a).
X—a

2. Designar, dada uma fungdo real de variavel real f e um ponto a do respetivo dominio, a
fungdo f por «continua em a» quando o limite lim f (x) existe.
x—a

3. Designar, dada uma fungdo real de varidvel real f de dominio Df, a fungdo f por
«continua no conjunto A © D¢» quando f € continua em todos os pontos de A e
simplesmente por «continua» quando € continua em todos os pontos de Dy.
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10.

+Provar que se uma fungdo real de varidvel real f de dominio Dy for continua em a € Dy
e f(a) # 0 (respetivamente f(a) > 0 ou f(a) < 0) entdo existe uma vizinhanga V de
a tal que f ndo se anula (respetivamente f € positiva ou f é negativa) em V N Dy.

. Justificar que se as fungdes reais de variavel real f: Dy > R e g: D; - R sdo continuas

num ponto a, entdo as fungdes f + g, f — g e f X g sdo continuasem a e, se g(a) # 0,

a fungao gé continua em a.

Designar por «funcdo racional» uma funcdo real de varidavel real dada por uma
expressao da forma %, onde P e Q sdo polindmios.

Justificar que as fungdes polinomiais e racionais sdo continuas.

Justificar que as poténcias de expoente racional sdo continuas.

Saber que as fungdes seno, cosseno e tangente sao continuas.

Justificar, dadas fungbes reais de varidvel real f e g e a € Dy,, que se f € continua em

a e g é continua em f(a) entdo a fungdo composta gof é continua em a.

3. Definir assintotas ao grdfico de uma fungdo

1.

Identificar, dado um referencial cartesiano, uma fungdo real de varidvelreal f ea € R, a
reta de equagdo x = a como « assintota vertical ao gréafico de f» quando pelo menos
um dos limites laterais de f no ponto a for infinito.

Designar, dada uma funcdo real de variavel real f e um referencial cartesiano, a reta de
equagdoy = mx + b (m, b € R) por «assintota ao grafico de f em +oco» (respetivamente
por « assintota ao grifico de f em —oo») se xl_i)r+noo(f(x) —(mx+b))=0

(respetivamente se lim (f(x) — (mx + b)) = 0) e designa-la, quando m = 0, por
xX——00

«assintota horizontal».

~ . e~ . X
Provar, dada uma fungdo real de variavel real f, que a condicdo lim Mzm

xX—>+o0o X
fx)
X

(respetivamente lim = m) é necessaria (mas ndo suficiente) para que exista uma
X——00

reta de declive m que seja assintota ao grafico de f em +oo (respetivamente em —oo).

4. Resolver problemas

N -

. +Resolver problemas envolvendo o estudo de fungGes racionais.
. +Calcular, por meios algébricos, limites de fungdes reais de varidvel real em situagao de

indeterminacdo e referir um desses calculos como um «levantamento da
indeterminagdo».

. +Resolver problemas envolvendo a noc¢do de limite e de continuidade de uma funcgdo

real de variavel real.

+Resolver problemas envolvendo a determinag¢do das assintotas e da representagao
b

grafica de fungbes racionais definidas em R\{c} por f(x) = a + o

. +Resolver problemas envolvendo a determinacdo de assintotas ao grafico de funcdes

racionais e de func¢des definidas pelo radical de uma fungao racional.
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Diferenciabilidade de fungdes reais de variavel real

5. Definir a nogdo de derivada

1.

Identificar, dada uma fungdo real de varidvel real f e dois pontos a e b do respetivo

fb)—f(a)

dominio, a «taxa média de variagdo de f entre a e b» como —a

. Justificar, dada uma fungdo real de varidvel real f e dois pontos a e b do respetivo

dominio, que o declive da reta secante ao grafico de f nos pontos A(a, f(a)) e
B(b, f (b)) é igual a taxa média de variacdo de f entrea e b.

Identificar, dada uma fungdo real de varidvel real f e um ponto x, do respetivo dominio,

. A . ~ .. . X)—J (X
a «taxa instantdnea de variagdo de f no ponto Xxy» como o limite lim W,
X—Xg —Xo

quando este existe e é finito, designa-lo por «derivada de f no ponto xy», representa-lo
por «f'(xy)» e, nesse caso, identificar a fungdo f como «diferencidvel em xy» ou
«derivavel em xg».

Justificar, dada uma fung¢do real de variavel real f e um ponto x, do respetivo dominio,

que o limite lim [0~/ (%o) fxo+h)—f(x0)
X-xg X~Xo h

gue, nesse caso, ambos os limites sdo iguais.

existe se e somente se o limite }lirr(l) existir e
-

Identificar, dada uma fungdo real de varidvel real f diferencidvel em x, € Dy e um
referencial ortonormado, a «reta tangente ao grafico de f no ponto Py(xy, f (xg))»
como a reta de declive f'(x,) que passa por P, e justificar, representando por M(x),
x € Dy, o declive da reta secante ao gréfico de f que passa pelo ponto P, e pelo ponto

P(x, f (x)), que D}LrQOM(X) = f'(x0)

6. Operar com derivadas

1.

Designar, dada uma funcdo real de variavel real f, a «funcdo derivada de f» como a
fun¢do de dominio Dy = {x € Dy: f € diferenciavel em x} que a cada x € Dy faz
corresponder f'(x).

. Identificar uma fun¢do real de varidvel real como «diferenciavel num conjunto A»

quando é diferencidvel em todos os pontos de A.

. Justificar que se uma fungdo real de variavel real f é diferencidvel num conjunto A e é

crescente (respetivamente decrescente), no sentido lato, nesse conjunto, entdo para
todoox € A4, f'(x) = 0 (respetivamente f'(x) < 0).

Provar, dada uma funcdo real de variavel real f e um ponto a do respetivo dominio, que
se f é diferencidvel em a, f é continua em a e justificar que a reciproca ndo é
verdadeira.

Provar, dado um conjunto D € R e fungbes reais de variavel real f:D - R, g:D - R
diferencidveis num ponto a de D e um numero real k, que as fungdes f + g e kf sdo
diferenciaveisem a e que setem (f + g)'(a) = f'(a) + g'(a) e (kf)'(a) = kf'(a).
Provar, dado um conjunto D C R e fungdes reais de variavel real f:D - R, g:D - R
diferencidveis num ponto a de D, que a fungdo fg é diferencidvel em a e que

(f9)'(@ = f'(@g(a) + f(a)g'(a).
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10.

11.

12.

13.

Provar, dado um conjunto D C R e fungGes reais de varidvel real f:D - R, g:D - R

diferencidveis num ponto a de D, com g(a) # 0, que a fungdo 5 é diferencidvelema e

IAY _ fl@g@)-f(a)g'(a)
que (g) (@) = (9(a))? '
+Provar, dada uma func¢do f: Dy — R diferencidvel num ponto a € Dy e uma fungdo real

de variavel real g:D; - R tal que D; c D, , diferencidvel em f(a), que a fungdo

composta gofé diferencidvel em a e que (gof)'(a) = f'(a) X g’(f(a)).

. Calcular, utilizando a definicdo, uma expressdo analitica para os valores das fung¢des

derivadas das «fungdes de referéncia (para o calculo de derivadas)» definidas por
1 L.
x,xz,x3,; e v/x, ou constantes, e saber de memdria estes resultados.

Provar, dado um numero natural n (respetivamente dado um numero inteiron
negativo), que uma fungdo real de varidvel real f de dominio R (respetivamente de
dominio R\{0}) definida por f(x) = x™ é diferencidvel e que, para todo o x € D,
f'(x) = nx™ 1, considerando também estas funcdes como «fun¢des de referéncia
(para o célculo de derivadas)».

+Provar, dado um numero natural par n (respetivamente dado um numero natural
impar n > 1), que uma func3o real de variavel real f de dominio R* (respetivamente de

dominio R\{0}) definida por f(x)="x ¢é diferencidvel e que, para todo o

’ _ 1
XEDf,f (X)—W

Provar, para todo o nimero racional @ uma funcao real de variavel real f de dominio R*
f(x) = x® é diferenciavel e que, para todo o x € Dy, f'(x) = ax®!, considerando
também estas fungdes como «fungdes de referéncia (para o calculo de derivadas)».
+Determinar, utilizando as regras de derivacdo e as derivadas das funcdes de referéncia,
uma expressao analitica para as derivadas de fungdes obtidas por aplicacdo sucessiva de
operacOes de adicdo algébrica, multiplicacdo, divisdo e composicdo a funcdes de
referéncia.

7. Aplicar a nogdo de derivada a cinemdtica do ponto

1.

Identificar, fixados um instante 7, para origem das medidas de tempo, uma unidade de
tempo T, uma reta numérica r com unidade de comprimento L e um intervalo I, uma
fungdo p: I - R, como «fungdo posicdo de um ponto P que se desloca na reta r
durante o intervalo de tempo I», se, para cada t € I, p(t) for a abcissa do ponto de r
que representa a posi¢ao que P ocupa, t unidades de tempo T depois de 75 set > 0, ou
[t] unidades de tempo T antes de 7, se t < 0, designando também por «instante»,
neste contexto, cadat € I.

Identificar, fixados um instante 7, para origem das medidas de tempo, uma unidade de
tempo T, uma reta numérica r com unidade de comprimento L, um intervalo I, a funcdo
posi¢cao p de um ponto P que se desloca na reta r durante o intervalo de tempo [, e

dados dois instantes t; <t, de I, a «velocidade média de P no intervalo de tempo

p(t2)-p(t1)
ty—t,

e, para t € I, a «velocidade instantdnea de P no instante t na unidade L/T » como a

[t1,t2] na unidade L/T» como a taxa média de variacdo de p entre t; e t, ,

derivada de p em t, p'(t), caso exista.
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8. Aplicar a no¢do de derivada ao estudo de fungoes

1.

Provar, dada uma fungdo real de variavel real f com dominio contendo um intervalo
I =]a, b[, (a < b), e diferencidvel em x, € I, que se f atinge um extremo local em x,
entdo f'(xy) = 0 e dar um contra-exemplo para a implicagdo reciproca.

. Saber, dada uma funcdo real de varidvel real f continua em [a,b] , (a <b), e

fB)—f(a)
b—a
geometricamente este resultado e designd-lo por «Teorema de Lagrange» e, no caso em

que f(a) = f(b), por «Teorema de Rolle».

diferenciavel em ]a,b[ que existe c €]a,b[ tal que f'(c) = , interpretar

. Justificar, utilizando o Teorema de Lagrange, que se uma funcgdo real de variavel real f é

continua num dado intervalo I de extremo esquerdo a e extremo direito b, diferenciavel
em]a,b[ e, Vx €]a,b[,f'(x) > 0 (respetivamente Vx €]a,b[ ,f'(x) < 0) entdo f &
estritamente crescente (respetivamente estritamente descrescente ) no intervalo 1.

. Justificar, utilizando o Teorema de Lagrange, que se uma fungdo real de variavel real f é

continua num dado intervalo I de extremo esquerdo a e extremo direito b, diferenciavel
em]a,b[e Vx €]a,b[,f'(x) =0 (respetivamente Vx €]a,b[ ,f'(x) <0) entdo f &
crescente em sentido lato (respetivamente descrescente em sentido lato) no intervalo I.

. Justificar que se uma fungdo real de variavel real fé continua num dado intervalo I de

extremo esquerdo a e extremo direito b, diferenciavel em]a, b e, Vx €]a, b[, f'(x) =0,
entdo f é constante em [.

9. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo a determinacdo de equacdes de retas tangentes ao
grafico de fungdes reais de variavel real.

+Resolver problemas envolvendo fungbes posicdo, velocidades médias e velocidades
instantaneas e mudangas de unidades de velocidade.

+Resolver problemas envolvendo o estudo de fungbes reais de varidvel real, a
determinagado dos respetivos intervalos de monotonia, extremos relativos e absolutos.

FRVR11 Pagina 46



Estatistica EST11

Reta de minimos quadrados, amostras bivariadas e coeficiente de correlagao

1.

Determinar os pardmetros da reta de minimos quadrados

. Designar, fixado um referencial ortogonal num plano e dados um numero natural n,

uma sequéncia (P;(x1,y1), P2(x32,V2), ..., By (X, ¥n)) de pontos desse plano e uma reta
t de equagdo y = ax + b (a,b € R) por «desvio vertical do ponto P;(x;,y;) em relagdo
a reta t» (i € {1,...,n}) a quantidade y; — ax; — b, interpretd-lo geometricamente e
representa-lo por «e;».

. Provar, fixado um referencial ortogonal num plano e dados um ndmero natural n, uma

sequéncia (P;(x1,¥1), P2(x2,V2), -, By(Xn, ¥n)) de pontos desse plano e uma reta t de
equa¢do y=ax+b (a,b €R), que as condigdes Z?Ll e,=0 e b=y—ax sdo
equivalentes, onde X e ¥y  representam, respetivamente, as médias das amostras

f = (xl'x2) ""xn) ey = (}’1»}’2' ""yn)'

. + Reconhecer, fixado um referencial ortogonal num plano e dados um nimero natural n,

uma sequéncia (Py(x1,¥1), P2(%2,¥2), ..., By(Xn, ¥n)) de pontos desse plano e uma reta
t de equacdo y =ax+b,ondea €ERe b=y —ax, ou seja, tal que é nula a soma
Zliv=1 e; dos desvios verticais da sequéncia de pontos em relagao a reta t, que a fungdo
definida em R pela expressdo f(a) =Y, e;2 =YY", (y; —ax; —b)? atinge um
Yie, Xiyi—nxy
SSy
ordenada na origem igual a ¥ — ax) por «reta de minimos quadrados» da sequéncia de

minimo absoluto no ponto a = e designar a reta t com esse declive (e

pontos.

. Identificar, dadas duas varidveis estatisticas quantitativas x e y em determinada

populagdo e uma amostra A de dimensdo n € N dessa populacdo cujos elementos estdo
numerados de 1 a n, e sendo x = (xq,X3,...,Xp) € ¥V = (V1,V2, ..., V) @S amostras

correspondentes das varidveis estatisticas x e y, a «amostra bivariada das varidveis
estatisticas x e y» (ou simplesmente «amostra de dados bivariados (quantitativos)»)
como a sequéncia ((x1,¥1), (xX2,¥2), -, (Xn, Yn)), representa-la por «(x, y)» e designar

por «valores da amostra» os pares ordenados (x;, ¥;), 1 <i < n e por «dimensdo da
amostra» o numero natural n.

. Determinar, em casos concretos de amostras de dados bivariados, qual das variaveis

estatisticas deverd ser tomada como independente e qual deve ser tomada como
dependente, utilizando argumentos que envolvam o conhecimento empirico das
condicionantes fisicas (ou outras) que poderdo ter determinado a estrutura de relagdo
entre as duas varidveis estatisticas.

. Designar, dada uma amostra de dados bivariados, a varidvel considerada dependente

por «varidvel resposta» e a varidvel considerada independente por «variavel
explicativa».
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7. Designar, fixado um referencial ortonormado num plano, n € N e uma amostra de
dados bivariados quantitativos (x,y) = ((x1,¥1), (X2,¥2), -, (Xn, ¥)), por «nuvem de

pontos» o conjunto {(P;(x1,¥1), P2(x2,¥V2), ..., B,(xn, ¥)} € saber que uma anélise
visual e intuitiva da nuvem de pontos podera permitir argumentar se serd ou ndo
adequada a interpretacdo da relacdo entre as duas varidveis estatisticas através do
ajustamento da reta de minimos quadrados.

8. Determinar, dada uma amostra de dados bivariados quantitativos e apds a escolha da
varidvel resposta e da varidvel explicativa e, ainda, da avaliacdo empirica da possivel
existéncia de relagdo linear entre as duas variaveis estatisticas mediante a observagdo
da representacdo grafica da nuvem de pontos, o declive e a ordenada na origem da reta
de minimos quadrados.

9. Designar, dado um numero natural n e uma amostra de dados bivariados quantitativos

=1 (=D i=9)

/55,55,

(x,y), por «coeficiente de correlagdo» o quociente , representa-lo por

,ss , . .
«r» , reconhecer quer = a # onde a é o declive da reta de minimos quadrados,
y

justificar que r e a tém o mesmo sinal e saber que |r| é sempre menor ou a igual 1,
tomando o valor 1 unicamente nos casos em que todos os pontos P;(x;,y;), 1 <i <mn,
estdo alinhados.

2. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo a determinacao da reta de minimos quadrados.

2. +Resolver problemas cujo contexto seja o da andlise de dados bivariados, envolvendo a
identificacdo da varidvel resposta e da varidvel explicativa e a andlise empirica do
ajustamento da reta de minimos quadrados.

3. +Resolver problemas envolvendo o calculo e interpretagao do coeficiente de correlagao.
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Calculo Combinatoério CC12

Introdugdo ao calculo combinatoério

1. Conhecer factos elementares da combinatdria

1.

Saber, dados conjuntos A e B, que # A = # B se e somente se existir uma bije¢do de A
sobre B e nesse caso identificar os conjuntos A e B como «equipotentes».

2. Saber, dados conjuntos Ae Btaisque ANB =0,que# (AUB) =# A+ #B.
3. Provar, dados conjuntos A,B e C, que (AUB)XC=(AXC)U(BxXC) e que

10.
11.

12.

CC12

CxX(AUB)=(CxA)uU(CXxB).

. +Reconhecer, dados conjuntos A e B de cardinais respetivamente iguaisan € N e a

m € N, que o cardinal do produto cartesiano A X B é igualan X m.

. Reconhecer dados niUmeros naturais n e p, que existem nP fungbes de dominio

{1,2,3,...,p —1,p} e de conjunto de chegada {1,2,3,..,n— 1,n} e designar esse
ndmero por «arranjos com repeticdo de n elementos p a p» («”A’p»).

Justificar que existem exatamente "A’p sequéncias de p € N, elementos, ndo
necessariamente distintos, escolhidos num conjunto de cardinal n € N, reconhecendo
que, dados n objetos, existem exatamente "A’p formas distintas de efetuar p extracdes
sucessivas de um desses objetos, repondo o objeto escolhido apds cada uma das
extracoes.

Designar, dado um conjunto E, por «conjunto das partes de E» o conjunto formado
pelos subconjuntos de E, representa-lo por P(E) e justificar que se E tem p € N,
elementos (#E = p) entdo P(E) tem 2P elementos ( #P(E) = 2P ).

Designar, dado n € N, uma bije¢do do conjunto {1,2,3,...,n} sobre ele préprio por
«permutagdo de n elementos», reconhecer que existem exatamente
nXMm—1)x (n—2)x..x2x1 funcdes desse tipo, designar este numero por
«fatorial de n» e representa-lo por «n!» («n fatorial»).

Saber que, por convencdo, 0! = 1, reconhecendo que esta definicdo é a Unica para a
qual a igualdade n! = n(n — 1)! vale também paran = 1.

+Simplificar expressdes envolvendo fatoriais.

Reconhecer, dados numeros naturais n e p, p<n, que existem

n!
(n—-p)!
conjunto de chegada {1,2,3,..,n}, e designar este nimero por «arranjos (sem

nxnmn—-1)X.x(n—p+1)=

fungGes injetivas de dominio {1,2,3,...,p} e

repeticdo) de n elementos p a p» («"Ap»).

Justificar que existem exatamente "A, sequéncias de p € N, elementos distintos
escolhidos num conjunto de n > p elementos, reconhecendo que, dados n objetos,
existem exatamente "A, formas distintas de efetuar p extragdes sucessivas de um

desses objetos, sem repor o objeto escolhido apds cada uma das extracées.
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13.

1.

. pe . nAp n!
Justificar que um conjunto de n € Ny elementos tem exatamente RS
subconjuntos de p elementos (0 < p < n), e designar este nimero por «combinag&es

de n elementos p a p», reconhecendo que, dado n € N objetos, existem exatamente

n
A ,
p—'p formas de escolher p (p < n) de entre eles e representar este nimero por «"Cp»,

n
por «Cy'» ou por «(p)»'

Conhecer o tridngulo de Pascal e o bindmio de Newton

. Justificar, dados nUmeros naturais n e p, p <n, que "C, = "C,_, de dois modos

distintos: utilizando um calculo algébrico e um argumento combinatério.

. Justificar dado n € N, que Y}_,"Cy = 2", interpretando esta igualdade a luz do

numero de subconjuntos de um conjunto de n elementos.

. +Reconhecer, dados numeros naturais n e p, p <n, que ”+1Cp+1 ="Cp+"Cpyq €

utilizar esta igualdade para construir, progressivamente, o «triangulo de Pascal», no qual
figuram, na n-ésima linha, os n + 1 coeficientes binomiais "C,, "C;, "Cy, ... ,"Cp_1 €
"C,, por esta ordem.

. +Reconhecer, dado n € N, a igualdade entre polindmios nas varidveis x e Yy,

(X + y)n = x"+ nclxn—lyl + nczxn—zyz .4 N n_lxlyn—l + yn — ZQ:O anxn—kyk’
designando-a por «bindmio de Newton», e por esta razdo, designar os numeros "Cp
igualmente por «coeficientes binomiais».

Resolver problemas

+Resolver problemas envolvendo cardinais de conjuntos e o nimero de aplicagbes entre
conjuntos.

2. +Resolver problemas de contagens envolvendo arranjos e combinagdes.

3. +Resolver problemas envolvendo o triangulo de Pascal e o bindmio de Newton.

CC12
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Probabilidades PRB12

Definigao de probabilidade

1. Definir espagos de probabilidade

1.

Identificar, dado um conjunto finito E, uma «probabilidade no conjunto P(E) das partes
de E», ou simplesmente uma «probabilidade» como uma fungdo p de dominio P(E)
e de valores n3o negativos tal que P(E)=1 e, para A B € P(E) disjuntos,
P(AUB) = P(A) + P(B), designar, neste contexto, o conjunto E por «espago
amostral» ou «universo dos resultados», P(E) por «espaco dos acontecimentos», os
respetivos elementos por «acontecimentos», P(A), para A € P(E), por «probabilidade
do acontecimento A» e o terno (E,P(E), P) por «espago de probabilidades».

Designar, dado um espago de probabilidade (E,P(E),P), o espago amostral E por
«acontecimento certo», o conjunto vazio @ por «acontecimento impossivel», dois
acontecimentos por «incompativeis» ou por «mutuamente exclusivos» se forem
disjuntos, por «complementares» ou por «contrdrios» se forem disjuntos e a respetiva
unido forigual a E e por «equiprovaveis» se tiverem a mesma probabilidade.

Designar, dado um espago de probabilidade (E,P(E), P) e um acontecimento A C E,
por «casos favoraveis a A» os elementos de A e por «casos possiveis» os elementos do
espaco amostral E.

Designar, dado um espago de probabilidade (E,P(E),P), um acontecimento A por
«elementar» quando #4 = 1 e por «composto» quando #4 > 2.

. Justificar, dado um conjunto finito E, que a fun¢do P de dominio P(E) definida por

VA e P(E),P(A) = Z—Zé a Unica probabilidade em P(E) tal que os acontecimentos

elementares sdo equiprovaveis e designar esta definicdo da funcdo de probabilidade por
«defini¢do de Laplace».

Provar, dado um espaco de probabilidade (E,P(E),P)e um acontecimento
A€ P(E),que P(A) =1 — P(A) e que P(®) = 0.

Provar, dado um espaco de probabilidade (E,P(E), P) e acontecimentos A,B € P(E),
que se A ¢ B, P(B\A) = P(B) — P(A), justificando que P(A) < P(B), e designar este
ultimo resultado por «monotonia da probabilidade».

Justificar, dado um espaco de probabilidade (E,P(E), P), que VA € P(E),P(A) € [0,1].
Provar, dado um espaco de probabilidade (E,P(E), P) e acontecimentos 4,B € P(E),
que P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

2. Definir a probabilidade condicionada

1.

Reconhecer, no quadro de uma experiéncia aleatoria em que o universo dos resultados
é finito, que, se se souber que um dado acontecimento B ocorreu, o nimero de casos
possiveis da experiéncia aleatéria é #B e o numero de casos favoraveis de um
acontecimento A é dado por #(ANB), e justificar que, se os acontecimentos

elementares forem equiprovaveis, a probabilidade de ocorrer A sabendo que ocorreu B
#(ANB) _ P(ANB)

#B P(B) em que P representa a probabilidade no espago inicial.

éigual a

PRB12 Pagina 51



2. Designar, dado um espaco de probabilidade (E,P(E),P) e acontecimentos
A,B € P(E), com P(B) # 0, por «probabilidade de A se B», por «probabilidade

condicionada de A se B» ou por «probabilidade de ocorrer A sabendo que ocorreu B» a

. P(ANB)
guantidade @)

3. #Provar, dado um espaco de probabilidade (E,P(E), P) e um acontecimento B € P(E),
com P(B) #0, que a fungdo Py definida pela expressdo Pz(A) = P(A|B) é uma
probabilidade em P(E).

4. Justificar, dado um espaco de probabilidade (E, P(E), P), e dois acontecimentos A e B
que P(AN B) = P(A)P(B) se e somente se P(B) =0 ou P(B) # 0 e P(A|B) = P(4),
e identificar os acontecimentos A e B como «independentes» quando é verdadeira uma
destas condi¢Ges equivalentes.

5. #Provar, dado um espaco de probabilidade (E,P(E),P), N €N e uma particdo
{E,,E,,...,Ey } de E constituida por acontecimentos de probabilidade n3o nula, que
para todo o acontecimento Ac E, P(A) = P(A|E;)P(E;) + P(A|E,)P(E,) + -+ +
P(A|EyN)P(Ey) e designar este resultado por «Teorema da probabilidade total».

e representa-la por «P(A|B)».

3. Definir variaveis aleatdrias discretas e distribuicbes de probabilidade

1. Identificar, dado um conjunto finito E e um espaco de probabilidade (E,P(E), P), uma
«varidvel aleatéria discreta» como uma funcdo X:E — R e a «distribuicdo de
probabilidades (ou fungdo massa de probabilidade) da varidvel aleatéria X» como a
funcdo que a cada valor x do contradominio de X faz corresponder P(4,),
probabilidade do acontecimento A, = {e € E: X(e) = x} formado pelos resultados do
universo E nos quais a variavel aleatéria X toma o valor x e representar P(A,) por
«P(X = x)».

2. Justificar, dado um espaco de probabilidade (E,P(E),P), N €N e uma variavel
aleatdria discreta X de contradominio constituido por N elementos x;, x5, ..., Xy, que

N pi=1,0ondep; = P(X = x;) (1 < i < N), designar por «valor médio de X» ou por
«valor esperado de X» a quantidade 2?’:1791'951' , representé-la por «u» ou por «E(X)»,

por «desvio padrao de X» a quantidade \/Z’i\’:lpi (x; — 1)?, representé-la por «o» e

interpreta-la como uma “medida da dispersdo”, relativamente ao respetivo valor médio,
dos valores tomados por X.

3. +Reconhecer, dado um espaco de probabilidade (E,P(E),P) e uma varidvel aleatdria
discreta X de contradominio constituido por N elementos x4, x5, ..., Xy (N € N), que o

desvio padrdo de X é igual o = \/Z?,=1pixi2 — u2.

4. Designar por «distribuicdo de Bernoulli» a distribuicdo de probabilidades de uma
varidvel aleatéria de contradominio ]0,1[ se essa distribuicdo de probabilidades tiver
valor p ndo nulo em 1, justificar que o respetivo valorem 0 é g = 1 — p e designar p por
«parametro da distribuicao de Bernoulli».

5. Designar, dado um espaco de probabilidade (E,P(E), P), um nimero natural n e um
nimero real p € 10,1[, por «distribuicdo binomial de pardmetros p e n » a distribuigdo
de probabilidades de wuma varidvel aleatéria X:E - {0,1,2,..,n}, tal que
P(X = k) = "C, p*(1 — p)™ ¥, reconhecendo que esta é a probabilidade de obter k
sucessos numa sequéncia de n ensaios independentes, sabendo que a probabilidade de
se obter um sucesso em cada um dos ensaios é igual a p».
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4. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo calculo combinatério e a determinagao de
probabilidades em situacdes de equiprobabilidade de acontecimentos elementares.

2. +Resolver problemas envolvendo espacos de probabilidades e a determinagdo de
propriedades da funcao de probabilidade.

3. +Resolver problemas envolvendo probabilidade condicionada, acontecimentos
independentes e o Teorema da probabilidade total.

4. +Resolver problemas envolvendo a funcdo de distribuicdo, a média e o desvio padrao de
uma varidvel aleatodria.

5. +Resolver problemas envolvendo as distribuicdes de Bernoulli e binomial.
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Fungdes Reais de Variavel Real FRVR12

Limites e Continuidade

1. Utilizar teoremas de comparagdo e os Teoremas das sucessoes e fungoes

1.

10.

#Provar, dadas sucessdes convergentes (u,,) e (v,), que se, a partir de certa ordem,
u, < v, entdo limu, <limv,.

. #Provar, dadas sucessbes (u,) e (v,), que se, a partir de certa ordem, u, <v, e

limu,, = 40 entdo lim v, = +co.

. #Provar, dadas sucessbes (u,) e (v,), que se, a partir de certa ordem, u, < v, e

lim v, = —oo entdo limu,, = —oo.

#Provar, dadas sucessdes (u,) e (v,) convergentes com o mesmo limite! e uma
sucessdo (w;,,) tal que, a partir de certa ordem, u,, < w,, < v,, que (w,,) é convergente
e limw,, = [, e designar este resultado por «teorema das sucessdes enquadradas».

. +Provar que uma sucessdo crescente (respetivamente decrescente) em sentido lato e

majorada (respetivamente minorada) é convergente, de limite igual ao supremo
(respetivamente igual ao infimo) do conjunto dos termos da sucessao.

Designar por «vizinhanga de +oco» (respetivamente por «vizinhanga de —oo») um
intervalo da forma V,(+o0) = |c, +oo[ (respetivamente da forma V.(—) = ]—oo,c|),
onde ¢ é um numero real.

#Provar, dadas fungdes reais de varidvel real f e g de dominio D e a € R um ponto
aderente a D, que se existir uma vizinhanca V de a, tal que para todo o x DNV,

f(x) = g(x) elimg(x) = +oo (respetivamente lim f(x) = —), entdo lim f(x) = +o
x—a xX—a X—a
(respetivamente limg(x) = —) e estender este resultado ao caso de limites por
X—a

valores superiores ou inferiores a a bem como ao caso de limites em +co.
#Provar, dado a € R e fungOes reais de varidvel real f e g de dominio D tais que

limf(x) =1; e Re limg(x) =1, € R, que se existir uma vizinhanga V de a tal que
xX—-a x—-a

paratodoox € DNV, f(x) = g(x), entdo l; = [, e estender este resultado ao caso de
limites por valores e superiores ou inferiores a a bem como ao caso de limites em +oo.
#Provar, dado um numero real [, fungGes reais de variavel real f, g e h de dominio D
ea € R, que se lim g(x) = lim h(x) = [ e se existir uma vizinhanga V de a tal que para
x—a x—a
todoox €D NV, gx) < f(x) < h(x), entdo limf(x) = [, estender este resultado ao
xX—a

caso de limites por valores superiores ou inferiores a a bem como ao caso de limites em
+00, e designar este resultado por «teorema das fung¢des enquadradas».

+Utilizar os teoremas de comparagdo e o teorema das fungdes enquadradas para
determinar limites de sucessoes e de fungdes reais de variavel real.

2. Conhecer propriedades elementares das fungées continuas

1.

Saber, dada uma fungdo real de variavel real f continua num intervalo I = [a, b] (a < b),
que para qualquer valor k € R do intervalo de extremos f(a) e f(b) existe ¢ €I tal
que f(c) = k e designar esta propriedade por «Teorema dos valores intermédios» ou
por «Teorema de Bolzano-Cauchy».
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2.

Justificar, dada uma funcgdo real de variavel real f de dominio [a, b] (a < b), continua e
estritamente crescente (respetivamente decrescente), que f : [a,b] — [f(a), f(b)]
(respetivamente f : [a,b] — [f(b), f(a)]) é bijetiva e saber que a bije¢do reciproca de
f é continua.

. Saber, dada uma fungdo real de varidvel real f continua num intervalo [a, b] (a < b),

que f admite maximo e minimo absolutos e designar este resultado por «Teorema de
Weierstrass».

3. Resolver problemas

1.

+Resolver problemas envolvendo os teoremas de comparacgao e das sucessoes e fungdes
enquadradas para o célculo de limites e a continuidade de fungdes reais de variavel real.

Diferenciabilidade

4. Operar com derivadas

1.

Saber, dada uma fungdo real de variavel real bijetiva f diferencidvel num ponto a € R,
que se f'(a)#0 entdo f~! é diferencidvel em b= f(a) e provar que

—1\7 1 — 1
F=®) ORI ()}

Demonstrar, utilizando a férmula para o cdlculo da derivada de uma funcdo inversa, que

para todo o numero natural n par (respetivamente para todo o nimero natural n > 3
impar) a funcdo f definida em R} (respetivamente em R) por f(x) = Vx é
diferencidvel em R* (respetivamente em R\{0}) e que para todo o x>0
1

R
—xn ~sex > 0).

. I —_ 1 —
(respetivamente para todo o x # 0), f'(x) = —nW( "

5. Relacionar a derivada de sequnda ordem com o sentido da concavidade do grdfico de uma

fungdo e com a nogdo de aceleragdo

1.

Designar, dada uma funcdo real de varidvel real f diferenciavel num intervalo I tal que a
funcdo derivada f’ é diferencidvel num ponto a € I, a derivada (f')'(a) por «derivada
de segunda ordem de f no ponto a» e representa-la por «f"'(a)».

Identificar uma fungdo real de varidvel real f como «duas vezes diferencidvel» num
dado intervalo I se f"'(a) existir paratodooa € I.

. +Provar, dada uma func¢do f duas vezes diferenciavel num intervalo I =]a,b[, a < b, e

c €]a, b[ tal que f'(c) = 0, que se f''(c) > 0 (respetivamente f''(c) < 0) f admite um
minimo (respetivamente um maximo) local em c.

+Provar, dada uma fungdo f diferencidvel num intervalo I, que f tem a concavidade
voltada para cima (respetivamente voltada para baixo) em I se e somente se f' for
estritamente crescente (respetivamente estritamente decrescente) em I.

. Justificar, dada uma fungdo f duas vezes diferencidvel num intervalo I de extremo

esquerdo a e extremo direito b, que se para todo o x €]a,b[, f''(x)>0
(respetivamente f''(x) < 0), o gréfico da funcdo f tem a concavidade voltada para cima
(respetivamente voltada para baixo) no intervalo I.
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6. Justificar, dada uma fungdo f duas vezes diferencidvel num intervalo I, que se o grafico
da fung¢do f tem a concavidade voltada para cima (respetivamente voltada para baixo)
no intervalo I entdo, paratodoox € I, f"'(x) = 0 (respetivamente f"(x) < 0).

7. ldentificar, dada uma fun¢do f de dominio D, o ponto (c,f(c)) onde ¢ € D, como
«ponto de inflexdo do grafico de f» se existirem ndmeros reais a < c e b > c tais que
[a,b] € D e a concavidade do grafico de f no intervalo [a, c] tem sentido contrario a
concavidade do grafico de f no intervalo [c, b] e, nesse caso, referir que «o grafico de f
tem ponto de inflexdo em c».

8. Justificar, dada uma fungdo f duas vezes diferenciavel num intervalo I, que se o grafico
de f tem ponto de inflexdo em ¢ entdo f''(¢) = 0.

9. Identificar, fixado um instante T, para origem das medidas de tempo, uma unidade de
tempo T, uma reta numérica r com unidade de comprimento L, um intervalo I C R,
nao vazio nem reduzido a um ponto, dada a fungdo posicdo p de um ponto P que se
desloca na reta r durante o intervalo de tempo ! e dois instantest; <t, del, a

«aceleragdo média de P no intervalo no intervalo de tempo [t;,t,] na unidade L/T?»
p/(t2)—p/(t1)
L=ty
«aceleragdo instantadnea de P no instante t na unidade L/T?» como a derivada de

como a taxa média de variacdo dep’ entret, et, , , e parat€l, a

segunda ordem de p em t.

6. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo propriedades das fung¢des diferenciaveis.

2. +Esbogar o grafico de fungbes definidas analiticamente comecando por determinar o
respetivo dominio, e, sempre que possivel, os zeros, os intervalos de monotonia, os
extremos locais e absolutos, e o sentido das concavidades, os pontos de inflexdo e as
assintotas ao respetivo grafico.

3. +Resolver problemas de otimizagdo, com aplicagdes praticas, envolvendo fungdes
diferencidveis.

4. +Resolver problemas envolvendo func¢des posicdo, velocidades médias; e velocidades
instantaneas, aceleragdes médias e aceleragdes instantaneas e mudancas de unidades
de aceleracdo.

5. +Resolver problemas envolvendo a determinagdao de valores aproximados de solugdes
de equagbes da forma f(x)=g(x) (f e g fungdes continuas) utilizando uma
calculadora gréfica, em casos em que é possivel justificar, através da leitura das
informacgdes fornecidas pela calculadora, que determinados valores coincidem, até a
casa decimal indicada, com solugdes da referida equacdo, utilizando propriedades
conhecidas das fung¢des continuas, como o Teorema dos valores intermédios, ou outras
propriedades analiticas das fungdes f e g, previamente estabelecidas.
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Trigonometria TRI12

Diferenciagdo de fung¢Ges trigonométricas

1. Calcular a derivada de fungées trigonométricas

1. +Reconhecer que existe uma vizinhanca V de 0 tal que para todo o x ndo negativo
pertencente a I/, sinx < x < tanx e provar que Li_l}(l)% = 1, referindo este limite
como «limite notavel».

2. Provar que as funcgGes seno e cosseno sdo diferencidveis e que para todo o x € R,
sin’ x = cosx e cos’x = —sinx.

3. Provar que a fungdo tangente é diferencidvel no respetivo dominio D, e que para todo

0x € D, tan'x = 1 + tan’x = )
tan cos? x

Aplicacdes aos osciladores harmdnicos

2. Relacionar osciladores harmonicos e a Seqgunda Lei de Newton

1. Saber, fixadas unidades de tempo (T), comprimento (L) e massa (M), e dado um ponto
material P de massa m > 0, na unidade M, que se desloca num dado intervalo de
tempo I ao longo de um eixo r, que a aceleracdo do ponto P é proporcional, com
constante de proporcionalidade igual a m, a forca a que se encontra submetido, ou seja,
representando por p(t) a fungdo posicdo de P e por F(t)e a fungdo forca que sobre ele
se exerce (F funcdo real definida em I, € o vetor unitario com a direc3o e sentido do
eixo r) numa unidade adequada, dependente apenas de T,L e M, que VtE€l,
mp''(t) = F(t), e designar este resultado por «Relagdo Fundamental da Dindmica» ou
por «Segunda Lei de Newton».

2. Saber que uma mola exerce sobre um ponto material P, colocado na respetiva
extremidade, uma forca de intensidade proporcional a distancia d(P, P, ) e de sentido

igual ao do vetor P—Pe), onde P, é a posi¢do que P ocupa quando a mola ndo se encontra
esticada ou comprimida, designar este resultado por «Lei de Hooke», e reconhecer que
a fungdo x(t) = p(t) — pe, onde p(t) e p, designam respetivamente as abcissas de P e
de P, satisfaz, na auséncia de outras forgas, uma «equacdo diferencial de 2.2 ordem» da
forma mx"'(t) = —kx(t) onde k é um nimero real positivo e m a massa de P.

3. Justificar, dado a >0, que as fun¢des definidas por uma expressdo da forma
x(t) = Acos (Wat +b), onde A e b sdo constantes reais, satisfazem a equagdo
diferencial x"" = —ax, saber que todas as solu¢des desta equacdo sdo dessa forma, e
reconhecer que um sistema constituido por uma mola e por um ponto material P
colocado na respetiva extremidade constitui um oscilador harmadnico.

3. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo o estudo de fungbes definidas a partir de fungdes
trigonométricas, a determinacdo dos respetivos intervalos de monotonia bem como os
extremos relativos e absolutos.

TRI12 Pagina 57



2. +Resolver problemas envolvendo derivadas de fungbes trigonométricas e osciladores
harmoénicos.
3. +Resolver problemas envolvendo a Segunda Lei de Newton.
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Fungdes Exponenciais e Logaritmicas FEL12

Numero de Neper

1. Definir o numero de Neper

1.

~ 1\" , . s
+Provar que a sucessdo de termo geral u, = (1 + ;) é crescente, majorada, justificar

que é convergente, designar por «numero de Neper» («e») o respetivo limite,
interpretar todos estes resultados a luz da nogao de juro composto e saber que e é um
nlimero irracional.

Fung¢des exponenciais

2. Definir as fungées exponenciais e estabelecer as respetivas propriedades principais

1.

10.

+Provar, dado um numero real a > 0, que a funcdo definida no conjunto dos nimeros
racionais por f(x) = a* é crescente se a > 1 e decrescente se a < 1.

. +Provar, dado um numero real a > 0, que }Ci_r)r(l) a* =1 e justificar que a fungdo definida

x€Q
no conjunto dos numeros racionais por f(x) = a* é continua.

. +Provar que se a > 1, xgmw a* = 4o, utilizando o limite ja conhecido lima™ = +o e

x€Q
o facto da fung¢do definida nos nimeros racionais por f(x) = a* ser crescente.
Justificar que, se a > 1, lim a*=0, e que, se 0<a<1 Ilim a*=0 e
X—>=00 x—>+00
X€EQ x€Q
lim a* = +oo.
X——00
X€EQ

. Saber, dado um numero real a > 0 e um numero irracional x, que se (g,)ney € UMa

qualquer sucessdo de nimeros racionais de limite x, a sucessdo de termo geral a» é
convergente e o respetivo limite depende apenas de x e de a, e que, representando
esse limite por «a*», se estende a fungdo definida por f(x) = a* em Q ao conjunto R,
obtendo-se por este processo uma fungdo continua nesse conjunto, designada por
«fung¢do exponencial de base a», que mantém a monotonia, os limites em +oo e as

propriedades algébricas de f em Q: para todos x,y ER e b >0, a* xa” = a*??,

1 _y a* _ a\* a
(@*)Y = a*, ~=a X, = a*7, (ab)* = a*b* e (3) =

Saber que, tal como no caso em que b € Q, mais geralmente quando b € R a funcao

X

definida em R* por f(x) = x? é continua.
y
Saber que a fungdo definida em R\] — 1,0] por f(y) = (1 +§) tem por limite e em

. 0\
+oo e justificar, dado x € R, que lim (1 + Z) = e”*,

Designar a funcdo exponencial de base e simplesmente por «funcdo exponencial» e
representd-la também por «exp».

h
. e’—1 . .. . .
Saber que }lm(l) = 1, referindo este limite como um «limite notavel».
-

Provar que a fungdo exponencial é diferencidvel em R e que para todo o x € R,
exp’(x) = exp(x).
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Fungdes logaritmicas

3. Definir as fungées logaritmicas e estabelecer as respetivas propriedades principais

1.

10.

11.

Reconhecer, dado um ndmero real a > 0, a # 1, que a fun¢do f : R — R* definida por
f(x) = a* é bijetiva e designar a respetiva bijecdo reciproca, f~!: R* -> R, por
«logaritmo de base a» , representa-la por «log, », e justificar que Vx € R*, al08(®) = x
eVx € R,log,(a*) = x.

. Designar o logaritmo de base 10 por «logaritmo decimal», representando-o também por

«log» e designar o logaritmo de base e por «logaritmo neperiano», representando-o

também por «ln».

. Justificar que a fungao logaritmo de base a é crescente se a > 1 e decrescente se

0<a<l.

Justificar que x = 1 é o Unico zero da funcao logaritmo de base a > 0, a # 1, e que, se
a > 1 (respetivamente se 0 < a < 1), Vx € R*,log,(x) > 0 & x > 1 (respetivamente
vx € R*, log,(x) <0 = x> 1).

. Justificar, dado a > 1, que }Cir% log,(x) = — e que xlir_P log,(x) = +oo.
Justificar, dado 0 < a < 1, que 91(in(1) log,(x) = +0 e que xlir_P log,(x) = —co.
#Provar, dado a>0, a# 1, e x,y€R*, que log,(xy) =log,(x) +log,(v),

log, (%) = —loga(y), log, (g) = loga(x) —loga(y) eloga(x¥) = ylog, (x).

#Provar, dadosa,b > 0,a # 1 e b # 1, que log,(x) = —f,ﬁbg;-
b

Justificar, dado a > 0 e x € R, que a* = e*I(@,

Justificar, dado a > 0, que a funcdo exponencial de base a é diferencidvel e que a

respetiva derivada é dada, em R, pela expressdo In(a) a*.
1
In(a) x

Justificar, dado a > 0, a # 1, que paratodo o x € R*, log/ (x) =

Limites notaveis

4. Conhecer alguns limites notdveis envolvendo fungbes exponenciais e logaritmicas

1.

. Justificar que lim
X—+00

X \k+1 X \k+1
+Provar, dado k € N, que para todo o x > 0, (—) < (1+—) <e* e
k+1 k+1

. . ex
justificar que lim — = +oo.
X—+o0o0 X

. Justificar, dado k € N, que lim x*e* = 0.

X——00
In(x

™ _pe que lim [x In(x)] = 0.
X x-0

+Calcular limites de func¢des e sucessdes envolvendo logaritmos e exponenciais.
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Modelos exponenciais

5. Estudar modelos de crescimento e decrescimento exponencial

1. Saber que a evolucdo de determinadas grandezas, como a massa de uma substancia
radioativa, a temperatura de alguns sistemas ou o nimero de individuos de certas
populag¢des, pode ser modelada por uma «equacdo diferencial de 1.2 ordem» da forma
f"=kf, que traduz o facto de, em cada instante, a taxa de variagdo ser
aproximadamente proporcional a quantidade de grandeza presente.

2. Justificar, dado um numero real k, que as fungdes f(x) = cekx

, onde ¢ é uma constante
real, sdo solu¢des em R da equacdo diferencial f' = kf e que todas as solugdes desta
equacdo sdo dessa forma, mostrando que dada uma qualquer solugdo f, tem derivada

nula a fungdo e ¥ £ (x).

6. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo o estudo de funcGes definidas a partir de funcdes
exponenciais e logaritmicas, a determinacdo dos respetivos intervalos de monotonia
bem como os extremos relativos e absolutos e a existéncia de assintotas ao respetivo
grafico.

2. +Resolver problemas envolvendo as propriedades algébricas das fungdes exponenciais e
logaritmicas.

3. +Resolver problemas envolvendo a modelagdo de sistemas por equacdes diferenciais
lineares do 1.2 grau.
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Primitivas e Calculo Integral PCI12

Nogdo de Primitiva
1. Definir a nogdio de primitiva

1. Designar, dada uma func¢do f definida num intervalo I uma fungdo F por «primitiva de
f em I» quando F é diferencidavel em I, e, paratodoo x € I, F'(x) = f(x) e designar f
como «primitivavel em I» quando f admite uma primitiva nesse intervalo.

2. lustificar, dada uma fungdo f primitivavel num intervalo I e F e G duas primitivas de f
nesse intervalo, que a fungdo F — G é constante em 1.

3. Justificar que se f é primitivavel num intervalo I, entdo as primitivas de f nesse
intervalo sdo as fung¢des definidas pelas expressdes F(x) + ¢, ¢ € R, onde F é uma
qualquer primitiva de f em I, representar esta express3o por « Pf » ou por « f(x)dx»
e designar as constantes ¢ por «constantes de primitivacao».

4. Justificar, dado um intervalo I, um ponto a € I, b € R e uma fungdo f primitivavel em
I, que existe uma Unica primitiva de F em [ tal que F(a) = b.

5. Justificar, dadas fungGes f e g primitivdveis numintervalol ek € R, que f + g e kf sdo
primitivaveis em I, que a soma de uma primitiva de f com uma primitiva de g é uma
primitiva de f 4+ g e o produto de uma primitiva de f por k é uma primitiva de kf e
representar estes resultados, respetivamente, pelas expressoes
«J(fG)+9())dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx» e «[kf(x)dx =k [ f(x)dx», quando
estas notagGes ndo forem ambiguas e designa-los conjuntamente por «linearidade da
primitivagao».

6. +Calcular primitivas de funcdes dadas por expressdes da forma u’(x)f(u(x)), em que f
é a derivada de uma fungao de referéncia para a diferenciagdo.

Nogao de Integral
2. Abordar intuitivamente o integral definido de uma fungdo continua néGo negativa

1. Saber, fixada uma unidade de medida de 4rea e dadas duas regides do plano A e B para
as quais estd definida a drea, que a medida da area de A U B é igual a soma das medidas
das areas de A e B quando A N B tem medida de area nula e justificar que, se A € B, a
medida da area de A é inferior ou igual a medida da drea de B.

2. Saber, fixada uma unidade de medida de area e dada uma regidao A do plano para a qual
estd definida a area, que se B é a imagem de A por uma isometria, a medida da area de
B éigual a medida da area de A.

3. Identificar a medida da area dos segmentos de reta como nula em qualquer unidade.

4. Saber, dado um referencial cartesiano e uma fungdo f continua tal que f(x) = 0 (ou
f(x) <0) para x € [a,b] a < b, que a nogdo de area se pode estender a regido do
plano delimitada pelo grafico de f, o eixo da abcissas e as retas de equagdo x = a e
x =b.
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5. ldentificar, dado um referencial cartesiano e uma fungdo f continua tal que f(x) =0
para x € [a,b], a <b, o «integral de f entre a e b» (f; f(x)dx) como a medida, na
unidade quadrada associada a unidade de comprimento desse referencial, da area da
regido do plano delimitada pelas retas de equagdo x = a e x = b, o eixo das abcissas e o
grafico de f.

6. Conhecer a origem histérica da expressao «f: f(x)dx», representando o simbolo « [ »
uma “soma” e «f(x)dx» a medida da area de um “retangulo” com lados de medida
f(x) e “dx”, sendo esta ultima “infinitesimal”.

7. Saber que na expressdo «f;f(x)dx», o simbolo «x» pode ser substituido por qualquer
outro e designar, por esta razao, a variavel x como «muda».

8. lJustificar, dadas fungbes f e g continuas num intervalo [a, b], que se para todo o
x € [a,b],0 < g(x) < f(x), entdo f;g(x)dx < fff(x)dx.

9. Provar, dada uma fungdo f continua ndo negativa num intervalo [a, b], que a fungdo F,
definida em [a, b] por F,(x) = f(ff(t)dt é a primitiva de f no intervalo [a, b] nulaem a
e designar este resultado por «Teorema fundamental do célculo (integral)».

10. Provar, dada uma fungdo f continua ndo negativa num intervalo [a,b] (a < b)
que f;f(t)dt = [F(x)]2, onde F é uma qualquer primitiva de f no intervalo [a, b]
e [F(x)]2 = F(b) — F(a), e designar este resultado por «Férmula de Barrow».

11. Identificar, dado um referencial cartesiano e uma fungdo f continua tal que f(x) <0
para x € [a,b], a < b, o «integral de f entre a e b» (f;f(x)dx) como o simétrico da
medida da area da regido do plano delimitada pelas retas de equagdo x =aex = b, o
eixo das abcissas e o grafico de f e justificar que se tem f; fx)dx = — f: —f(x)dx.

12. Identificar uma fun¢do fde dominio [a,b] (a < b) como «alternando de sinal um
nimero finito de vezes» se f for continua e se existir uma sequéncia (¢;)

’

0<j<k+1
keNuU{0}, coma=cy<c; < <cgpp =b, tal que f é ndo negativa ou ndo
positiva em cada um dos intervalos [cj, ¢j11] (0 < j < k) e identificar o integral de f

entre a e b como a soma fff(x)dx = fccolf(x)dx + fccff(x)dx + ot fcik“f(x)dx,

reconhecendo que este valor ndo depende da sequéncia (Cj)1<j<k'

13. Reconhecer que a tese do Teorema fundamental do cdlculo integral e a férmula de
Barrow valem para fungdes que alternam de sinal um ndmero finito de vezes.

14. Saber que é possivel construir uma teoria da integra¢do que, em particular, permite
integrar qualquer fungdo continua num intervalo da forma [a,b],b > a, ainda que
alterne de sinal um numero infinito de vezes, e que é possivel estender a essas fungdes
o teorema fundamental do calculo, pelo que, em particular, qualquer fun¢do continua
num intervalo | é primitivavel em I.

3. Conhecer propriedades do integral definido

1. Reconhecer, dadas fun¢des f e g definidas num intervalo I = [a,b] (a < b) que
alternam de sinal um ndmero finito de vezes e um numero real k, que as fungdes f + g
e kf alternam de sinal um ndmero finito de vezes, justificar que

b b b b b
J,FG) +g0))dx = [ f)dx + [, g(x)dx e que [ kf(x)dx =k [ f(x)dx e
designar o conjunto destes resultados por «linearidade do integral definido».
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2.

Reconhecer, dadas duas fun¢des f e g definidas num intervalo I = [a, b] (a < b) que
alternam de sinal um ndmero finito de vezes, que se para todo o
x €la,b[, f(x) < g(x) (respetivamente f(x) < g(x)) entdo f; fx)dx < f;g(x)dx
(respetivamente f; fx)dx < f;g(x)dx) e designar este resultado por «monotonia do
integral definido».

Reconhecer, dada uma fungdo f definida num intervalo [a, b] (a < b) que alterna de
sinal um ndmero finito de vezes, que existe ¢ € [a, b] tal que f:f(x)dx =(b—-a)f(c),
e designar este resultado por «Teorema da média».

Saber, dada uma fungdo f definida num intervalo I que alterna de sinal um nimero
finito de vezes e dois pontos @ e f de [ tais que a <, que, por convengdo,

f;f(x)dx =— fff(x)dx e justificar que com esta convencdo, dados quaisquer pontos

a,becdel,setem f;f(x)dx = facf(x)dx + fcb f(x)dx.

4. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo o cdlculo de integrais definidos.

2. +Resolver problemas envolvendo fungdes posicdo, velocidade, aceleracdo e a

PCI12

primitivacdo e integracdo de funcGes reais de variavel real.

. +Resolver problemas envolvendo a determinacdo da medida da area de regides do

plano delimitadas por graficos de funcdes.
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Numeros Complexos NC12

Introdugdo aos niimeros complexos

1. Conhecer o contexto histdrico do aparecimento dos numeros complexos e motivar a

respetiva constru¢do

1.

1.

NC12

Saber que, em meados do século XVI, Girolamo Cardano apresentou uma féormula, dita
«férmula resolvente para equagdes do terceiro grau», que permite obter uma solucao
real de equagdes do terceiro grau da forma x3 + px + ¢ = 0 em fun¢io dos ndmeros
reais peq.

. Saber que ao substituir formalmente p e q por certos valores na férmula de Cardano

esta passa a apresentar o simbolo «v/—1» e que, operando formalmente com este
simbolo, considerando em particular que «V=1 x /=1 = —1», se obtém efetivamente
uma solucdo real da equacdo x3 +px + g = 0, e que este facto estd na origem da
motivacdo para se definir adequadamente um “ndimero” cujo quadrado é igual a —1.

. +Reconhecer que se existir um conjunto C contendo R, munido de duas operagdes «+»

e «X» que estendem respetivamente a operacdo de adicdo e de multiplicacdo de
numeros reais, mantendo os mesmos elementos neutros, que sdo associativas,
comutativas, tais que «X» é distributiva relativamente a «+», e tal que C contém um
elemento i que satisfaz i X i = —1, entdo, para a, b,c,d € R, tem-se necessariamente
em C a equivaléncia a+ib=c+id e a=cAb=d bem como as igualdades
(a+ib)+ (c+id)=a+c+i(b+d) e (a+ib)*x(c+id)=ac—bd+i(ad+ bc),
notando, em particular, que os resultados das operagdes «+» e « X » sobre elementos
de C daformax + iy (x,y € R) tém essa mesma forma.

Definir o corpo dos numeros complexos

Definir em R? uma operacdo aditiva «+» por (a,b) + (c,d) = (a+c¢,b+d) e uma
operagdo multiplicativa «x» por (a, b) x (c,d) = (ac — bd, ad + bc) ((a,b), (c,d) € R?),
designar o conjunto R?, quando munido destas duas operagdes, por «corpo dos
numeros complexos» e representa-lo por C.

. Justificar que as operacdes «+» e «X», definidas em R?, s3o associativas, comutativas,

que (0,0) e (1,0) sdo respetivamente os elementos neutros de «+» e «X» e que «X» é
distributiva relativamente a «+».

. Justificar que dados a,c € R, (a,0) + (¢,0) = (a +¢,0) e (a,0) X (¢,0) = (ac,0), e,

por esta razao, identificar R com um subconjunto de C, associando a cada x € R o par
ordenado (x, 0) € C e representando portanto o nimero complexo (x, 0) por «x».

. Representar o niumero complexo (0,1) por «i», designa-lo por «unidade imaginaria» e

provar que i? = —1.

Provar que, dado um nimero complexo z, existe um Unico nimero real a e um Unico
numero real b tais que z = a + ib, observando que z é por definigdo um par ordenado
(a,b) € R? e que (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + ib.

Designar, dado um nimero complexo z = a + ib (a,b € R), a por «parte real de z» e b
por «parte imaginaria de z», e representd-las respetivamente por Re(z) e por Im(z).
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7.

8.

10.

Justificar que um numero complexo é real se e somente se Im(z) = 0 e designar por
«numeros imagindrios puros» os nimeros complexos n3o nulos tais que Re(z) = 0.
Justificar, dadosa +ib,c+id €C, que(a+ib)+(c+id)=a+c+i(b+d) e
que (a + ib) X (c + id) = ac — bd + i(ad + bc).

Designar, dado um plano munido de um referencial ortonormado e a, b € R, orientado
pelo primeiro quadrante, o ponto M de coordenadas (a, b) como o «afixo do nimero
complexo z = a + ib» e reconhecer que se podem assim representar os numeros
complexos no plano, designando, neste contexto, o plano por «plano complexo» ou
«plano de Argand», o eixo das abcissas por «eixo real» e o eixo das ordenadas por «eixo
imaginario».

Justificar, dados numeros complexos z=x+1iy e zo =a+ib, x,y,a,b ER, que a
imagem pela translagdo de vetor 4 = (a,b) do ponto M afixo de z é o ponto afixo
de z + z,.

3. Operar com numeros complexos

1.

3. Justificar, dado um ndmero complexo z, que Re(z) = %Z_ e que Im(z) = ==

10.

NC12

Designar, dado um numero complexo z =a + ib, a,b € R, por «conjugado de z» o
numero complexo a — ib , representando-o por Z, e justificar que o ponto afixo de Z é a
imagem pela reflexdo de eixo real do ponto de afixo z.

. Justificar, dados nimeros complexoszew ,quez +wW =Z+Ww ,ZW =ZweZ = Z.
-z

2i

Justificar, dado um ndimero complexo z, que z é um nimero real (respetivamente um
numero imaginario puro) se e somente se z = Z (respetivamente z = —2).

Designar, dado um nimero complexo z, por «modulo de z» a medida da distancia, no
plano complexo, entre a origem e o ponto afixo de z, representa-lo por «|z|», justificar
quesez=a+ib, a,b €ER, |z| = Va? + b? e que o mddulo de um nimero complexo
estende a nogdo de moddulo de um numero real e que se tem a equivaléncia
|zZ| =0 =2z =0.

Provar, dados pontos A e B afixos respetivamente dos numeros complexos z; e z,, que
AB = |z, — 74|

Justificar, dados nimeros complexos z e w, que |zw| = |z||w|, |z| = |Z| , |z|*> = zZ e
|z + w| < |z| + |w], designando esta Ultima propriedade por «desigualdade triangular».
Designar, dado um nimero complexo z ndo nulo, por «inverso de z» um nimero z' tal

que zz' = 1, justificar que existe e é Unico, representa-lo por «» e provar que o inverso

de z éiguala — 7
guala 2 -
Designar, dados nimeros complexos z e w, z + 0, o «quociente de w por z» como o
numero complexo pelo qual se tem de multiplicarz para obterw, representa-lo
wooL w 1
por «—» e justificar que = WX

ore , w w w
Justificar, dados nimeros complexos z e w, z # 0, que |;| = % e que (;) =

NSl
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4. Definir a forma trigonométrica de um numero complexo

1.

10.

11.

NC12

Designar um numero complexo z de médulo 1 por «unitdrio» e justificar, dado um
numero complexo z, que z é unitario se e somente se existir um numero real « tal que
z = cosa + isin a, designando «, nesse caso, por um «argumento de z» e justificar que
dois argumentos de um mesmo numero complexo diferem por 2km, onde k é um
numero inteiro.

. Justificar, dados nimeros  complexos unitarios z, =cosa +isina e

zg =cosf+isinf, a B €R, que z,zg=cos(a+p)+isin(a+p) e que
Za
Zg
cos 8 + i sin @ por «e'®», designando esta expressdo por «exponencial complexa de i6»

= cos(a — fB) +isin(a — ), e representar, para 6 € R, o numero complexo

. . . ia 3
e motivando esta notacdo observando que se tem ei®ef = ¢i(@+h) o ZTB = eil@a=p),

. +Reconhecer, dado um numero complexo ndo nulo z, que existe um Unico numero

positivo r e um Unico nimero complexo unitdrio w tais que z = rw, que r = |z| e se 6
for um argumento de w, designar 8 igualmente por um «argumento de z».

Designar a representa¢dao de um numero complexo ndo nulo z na forma |z|ei9, onde 8 é
um argumento de z, por «forma trigonométrica» ou «forma polar» de z, e justificar,
dados nimeros complexos ndo nulos z e z' de argumentos respetivamente iguaisa 0 e a
0', que z = z' se e somente se |z| = |Z'| e existir k € Z tal que 8 = 0’ + 2km.

. Justificar, dado um ndmero complexo ndo nulo z, que existe um Unico argumento de z

no intervalo | — m, ] e designd-lo por «argumento principal de z» e representa-lo por
«Arg(z)».

Reconhecer, dado um numero complexo ndo nulo z, que o ndmero real 8 é um
argumento de z se e somente se, no plano complexo, o afixo de z pertencer ao lado
extremidade do angulo orientado que tem por lado origem o eixo real positivo e medida
de amplitude, em radianos, igual a 6.

Justificar, dado um numero real 6, que se M é o afixo de um nimero complexo z, o afixo
do numero complexo ez é a imagem de M pela rotacdo de centro 0 e angulo
generalizado de medida 6.

Reconhecer, dados trés pontos A, B e C afixos respetivamente dos nimeros complexos

e .. . . Z3—2Z . . ,
71,2y € Z3, distintos dois a dois, que se Z = 23_21, 0 argumento principal de Z é a

medida, em radianos, do angulo orientado de lado origem AB e de lado extremidade AC.
Justificar, dado um numero complexo z, # 0 , que se M é o afixo de um nudmero
complexo z, o afixo do nimero complexo zyz é a imagem de M pela rotagdo de centro 0
e angulo orientado de medida 8, argumento de z;, composta com a homotetia de
centro O e razdo |zg|.

Justificar que 8 é um argumento do nimero complexo ndonuloz = a +ib,a,b E R, se
a . b b
=i © sin(8) = —.52 € que, nesse caso, se a # 0,tan(@) = -

Provar, dado 8 € R e n € N, que (cos8 + isinf)™ = cos(nf) + i sin(nf) e designar
este resultado por «Férmula de De Moivre».

e somente se cos(f) =
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5. Extrair raizes n-ésimas de numeros complexos

1.

+Reconhecer, dado um ndmero complexo ndo nulo w e um nimero naturaln = 2, que a
a 2mk

~ ~ (2422

equacdo z™ = w tem exatamente as n solugdes z, = y/|w|e (n n ), k=0,1,..,n—1,
onde a é um argumento de w, e designar estes nimeros por «raizes n-ésimas de w» ou
«raizes de ordem n de w».

. Justificar, dado um numero complexo n3o nulo w, que a equacdo z? = w tem duas

solugdes complexas das quais uma e apenas uma admite um argumento no intervalo
[0, [, designé-la por «raiz quadrada de z», representa-la por vz reconhecendo que se
trata de uma extensao da funcao raiz quadrada definida nos niumeros reais positivos e
justificar que existem complexos z e z’ tais que Vzz' # \/E\/?

Reconhecer, dados a, b,c € C, (a # 0) que as raizes da equagdo az? + bz + ¢ = 0 sdo
—b+Vb2—-4ac P —b+Vb2-4ac

2a 2 2a
b%? — 4ac # 0 e que, se a, b, c sdo nimeros reais e se b — 4ac < 0, a equacdo tem

duas solugdes complexas conjugadas uma da outra.

dadas por z; = , que estas solucdes sdo distintas quando

6. Resolver problemas

1.

NC12

+Resolver problemas envolvendo numeros complexos a as respetivas propriedades
algébricas.

. +Resolver problemas envolvendo a representacdo, por numeros complexos, de

isometrias do plano (transla¢des, reflexGes e rotagdes) ou outras transformacdes do
plano, como as homotetias.

+Resolver problemas envolvendo a representacao polar de nimeros complexos.
+Resolver problemas envolvendo a representagdo de conjuntos de pontos definidos por
condicbes sobre numeros complexos.

. +Resolver problemas envolvendo equacées da forma z" = w, (n € N, w € C) e vértices

de poligonos regulares enquanto afixos de nimeros complexos.
+Resolver problemas envolvendo polindmios complexos do segundo grau.
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